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Prefacio

En este documento se pretende resumir el curso Vision por Computador. Este
curso debe tomarse como una introduccién a la teoria desarrollada en las dos
ultimas décadas por la comunidad de Computer Vision. Con esta teoria es
posible analizar en detalle la informacién que puede ser obtenida a partir de
un conjunto de vistas de una escena.

El curso comienza con una breve introduccion al tema siguiendo con una
descripcion de la la teoria que mejor modela la formacion de las iméagenes:
La Geometria Proyectiva. A continuacién se aprenderan los distintos modelos
existentes para establecer la funcion de transferencia 3D — 2D en un Sistema
de Visién por Computador y se analizaran los algoritmos mas conocidos para
llevar a cabo la calibracion del sistema. En el siguiente capitulo del curso se
estudiara la Vision Estéreo en el que se estableceran las relaciones existentes
entre dos, tres y cuatro vistas de una misma escena. Seguidamente, se
mostraran los principales algoritmos para hacer una reconstruccién 3D de una
escena a partir de sus vistas. En el siguiente capitulo, Matching y Tracking,
se estudiara como se puede encontrar la correspondencia entre las distintas
iméagenes de un objeto. Finalmente, se mostraran algunas aplicaciones de la
Vision por Computador en distintas dareas de Ciencias e Ingenieria.

Un agradecimiento muy sincero a mis alumnos y alumnas del curso de Vision
Artificial dictado en el Magister de Ingenieria Informéatica de la Universidad
de Santiago de Chile y en la carrera de Ingenieria Eléctrica de la Ponti-
ficia Universidad Catélica de Chile. En especial quiero agradecer (en orden
alfabético) a Daniela Cerén, Rolando Diinner, Sebastian Fingerhuth, Roberto
Mir, Egor Montecinos y Felipe Ochoa, quienes me ayudaron muchisimo a
corregir el manuscrito original.

Santiago, 2001-2004
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. ;Qué es la Visiéon por Computador?

El término Vision por Computador ha sido muy utilizado en los tltimos anos
y tiende a ser confundido con otros conceptos. Con el fin de aclarar éste y
otros términos se presenta en esta seccién algunas definiciones.

Procesamiento Digital de Imagenes: Proceso mediante el cual se toma
una imagen y se produce una versién modificada de esta imagen.

En las Figuras 1.1 y 1.2 se ilustran dos ejemplos. En el primero se observa
la segmentacion en la que se trata de identificar en una imagen cudles son

Figura 1.1: Procesamiento de imagenes— segmentacion: Se pretende separar
el objeto de estudio del fondo de la imagen [40].
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Figura 1.2: Procesamiento de imégenes— restauracion: Se pretende eliminar
el movimiento de la cdmara al tomar la foto [36].

La pieza tiene 7 fallas

Figura 1.3: En el andlisis de imagenes se pretende obtener cierta informacién
a partir de una imagen. A través del andlisis de la imagen radioscépica de la
pieza mostrada se determina que la pieza no pasa el control de calidad por
encontrarse defectuosa.

los pixeles que perteneces a un objeto. En este caso la salida es una imagen
binaria constituidas por pixeles blancos o negros que significan ‘objeto’ o
‘no-objeto’. El segundo ejemplo es el de restauracion de imdgenes, en este
caso una imagen borrosa se hace mas nitida.
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Figura 1.4: Esquema de un proceso de andlisis de iméagenes: adquisicién
de la imagen, preprocesamiento, segmentacion, medicién (o extraccién de
caracteristicas), interpretacién o clasificacién [40].

Analisis de Imagenes: Proceso mediante el cual a partir de una imagen se
obtiene una medicidén, interpretacién o decisién.

Ejemplos de andlisis de imédgenes abundan en los procesos de control de
inspeccién visual automadtica [41], en los que a partir de una imagen se
pretende saber si un producto tiene fallas, tal como se aprecia en la Figura 1.3.
Otro ejemplo es en el area de la industria de alimentos, en donde se analizan
imagenes a color con el fin de detectar grados de calidad o anomalias en los
alimentos. El esquema tipico del andlisis de imégenes se ilustra en la Figura
1.4 para el andlisis de un alimento. El anélisis consiste en cinco etapas [15]:

e Adquisicién de la imagen: se obtiene la imagen adecuada del objeto
de estudio. Dependiendo de la aplicacion la imagen puede ser una
fotografia, radiografia, termografia, etc.

e Preprocesamiento: con el fin de mejorar la calidad de la imagen
obtenida se emplean ciertos filtros digitales que eliminan el ruido en
la imagen o bien aumentan el contraste.

e Segmentacion: como ya se explicd anteriormente se identifica el objeto
de estudio en la imagen.
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e Medicién (extraccion de caracteristicas): se realiza un medicién objetiva
de ciertos atributos de interés del objeto de estudio.

e Interpretacion (clasificacién): de acuerdo a los valores obtenidos en las
mediciones se lleva a cabo una interpretacién del objeto.

El modelo de la Figura 1.4 puede usarse por ejemplo para la determinaciéon
del grado de maduracién de la fruta. En este caso se mide el color y a partir
de esta informacion se determina si la fruta cumple con las normas para salir
al mercado.

Reconocimiento de Patrones: Asignacién de objetos (patrones) a diferentes
clases a partir de mediciones de los objetos.

El anélisis de imégenes esta estrechamente relacionado con el reconocimiento
de patrones ya que en muchas aplicaciones el universo de interpretaciones
es un conjunto discreto determinado por clases. En el ejemplo del anélisis
de la fruta mostrado en la Figura 1.4 podrian existir tres clases posibles:
‘poco madura’, ‘madura’ y ‘demasiado madura’. Mediante el estudio del
color es posible clasificar la fruta en una de estas tres clases. El diseno del
clasificador se determina en un estudio de casos conocidos [7]. Para casos
sencillos basta con determinar correctamente ciertos umbrales de decision.
Para otros casos es necesario emplear clasificaciones mas sofisticadas como
las redes neuronales. En este estudio es necesario también determinar cudles
atributos son los que se van a medir, es decir, es necesario conocer en cuéles
atributos esta la informacién relevante para poder realizar una clasificacion
adecuada.

Es necesario resaltar que reconocimiento de patrones no implica necesaria-
mente andlisis de imagenes. Existen varias aplicaciones en las que los atri-
butos no se obtienen de imagenes. A manera de ejemplo se muestra en Figura
1.5 un reconocimiento de patrones para detectar situaciones andémalas en de-
portistas. Si se observan los cinco pasos del andlisis de imagenes se llega a la
conclusion que sélo los tltimos dos tienen relacién con el reconocimiento de
patrones.

Computacion Grafica: Generacién computacional de imdgenes a partir de
modelos.

En la computacion grafica se generan imagenes artificiales a partir de modelos
geométricos y fisicos. La computacion grafica ha tenido un gran auge con
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RITMO CARDIACO = 165 ppm

EDAD = 45 afios ALERTA = ON

SEXO=F

Figura 1.5: Reconocimiento de patrones: a partir de mediciones se determina
una clase especifica. En este ejemplo se ha detectado una situacion de alerta
y es recomendable que la deportista baje su ritmo cardiaco.

el desarrollo de la industria cinematografica y la industria de video—juegos.
Generalmente se construye la superficie de objetos tridimensionales en base a
mallas poligonales (por ejemplo tridngulos) [13]. Cada uno de estos poligonos
es tratado en forma individual y dependiendo de su posicién en el espacio 3D
y de su textura es posible simular la proyeccién de una vista bidimensional.
Un ejemplo de mallas poligonales se ilustra en la Figura 1.6.

En esta introduccién se han presentado las definiciones de Procesamiento de
Iméagenes, Analisis de Imdgenes, Reconocimiento de Patrones y Computacion
Gréfica... pero jqué es realmente Vision por Computador?. Para aclarar
esta pregunta se presenta a continuacion una serie de definiciones dadas por
reconocidos investigadores en el area:

e (Ciencia que desarrolla las bases tedricas y algoritmicas para obtener
informacion sobre el mundo real a partir de una o varias imagenes
(Haralick, 1992) [18].

e Disciplina que desarrolla sistemas capaces de interpretar el contenido
de escenas naturales (Castleman, 1996) [4].

e La Visién por Computador, que ha emergido como una disciplina propia
basada principalmente en las matematicas y ciencias de la computacion,
consiste en hacer que un computador vea. Esto, sin embargo, es todavia
un problema no resuelto... (Faugeras, 2001) [23].
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Figura 1.6: Computacién Grafica: cuatro ejemplos de construcciéon de
superficies tridimensionales a partir de mallas poligonales [39].

Se observa que estas definiciones son muy amplias y que abarcan muchos
temas. Incluso algunas definiciones se pueden confundir con la ciencia
ficcién. En los ultimos anos sin embargo se han dejado de lado términos
rimbombantes como Visién Artificial y se ha empezado a utilizar con mas
fuerza Vision por Computador. Los términos en inglés machine vision,
computational vision, image understanding, robot vision, scenes analysis y
hasta image analysis estan siendo desplazados por computer vision [6].

Para ahondar aiin més en lo que es en la practica Visién por Computador,
se presenta en la Figura 1.7 una enumeracion de los topicos tratados en
la  European Conference on Computer Vision (ECCV04), que tuvo lugar
recientemente en Praga. Se observa la amplia gama de temas tratados.
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e lllumination and Reflectance Modelling

e Image-based Modelling

e Image Formation, Acquisition Devices and Sensors
e Matching, Correspondence and Flow

e Low-level Vision, Image Features and Detectors
e Object Recognition, Retrieval and Indexing

e Segmentation and Grouping

e Visual Learning and Cognitive Vision

e Texture

e Active and Robot Vision

e Tracking and Motion

e Biologically-inspired Vision

e Video Analysis and Event Recognition

e Vision Systems Engineering & Evaluation

e Multiple View Geometry

e Industrial and Medical Applications

e 3D Reconstruction and Shape (from X)

Figura 1.7: Tépicos de Visién por Computador tratados en la ultima
conferencia europea ECCV04 realizada en Praga.

Los temas tratados en este libro sin embargo no abarcan todos los tépicos
mostrados en la Figura 1.7, ya que esto seria un proyecto demasiado
ambicioso para un solo curso. En este libro no se veran los aspectos que estan
mas relacionados con el procesamiento de imagenes, analisis de imégenes
y reconocimiento de patrones, ya que estos temas han sido ampliamente
cubiertos por otros libros y cursos. En este libro nos vamos a limitar a
estudiar aquello que las mencionadas teorias no incorporan necesariamente en
su analisis: la informaciéon del mundo tridimensional existente en las imédgenes
bidimensionales.

En este libro se concibe entonces la Visién por Computador como una gran
herramienta para establecer la relacién entre el mundo tridimensional y sus
vistas bidimensionales tomadas de él. Por medio de esta teoria se puede hacer,
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por una parte, una reconstruccién del espacio tridimensional a partir de sus
vistas y, por otra parte, llevar a cabo una simulaciéon de una proyecciéon de
una escena tridimensional en la posicién deseada a un plano bidimensional.

El material de este libro ha sido desarrollado como libro de texto para un
curso de un semestre de Ciencias de la Computacion a nivel de postgrado.

1.2. Ejemplos

En esta seccidén se muestran algunos ejemplos en los que se puede apreciar el
campo de aplicaciones de la Visién por Computador.

= Fotogrametria

En la fotogrametria se persigue realizar mediciones del espacio 3D a
partir de fotografias tomadas de él. De esta manera es posible medir
superficies, construcciones, objetos, etc. Asimismo se puede llevar a
cabo una topologia de un terreno.

» Rectificacion Métrica

Mediante esta técnica es posible hacer correcciones de perspectiva (ver
Figuras 1.8 y 2.4) y correcciones de distorsién de lente (ver Figura 1.9).

Distorsiéon de perspectiva Correccion de perspectiva

Figura 1.8: Ejemplo de rectificacion de perspectiva.
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Distorsion de lente Correcciéon de distorsion

Figura 1.9: Ejemplo de rectificacion de distorsion de lente.

» Reconstruccion 3D

A partir de las vistas, mediante la técnica de triangulacién, es posible
obtener un modelo 3D del objeto proyectado en las vistas. El principio

Centro optico 1

C, cCentro éptico 2

Objeto 3D

Vista 2

Vista 1

Figura 1.10: Triangulacién: estimacién de Q a partir de A y B.
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de triangulacion es mostrado en la Figura 1.10: sabiendo que los puntos
Ay B son proyecciones de un mismo punto tridimensional (), es decir
A y B son correspondientes, y conociendo los centros opticos de la
proyeccion Cy y Cy, se puede encontrar el punto ) a partir de la
interseccién entre las dos rectas (C, A) y (Cy, B).

= Matching y Tracking

Por medio del Matching y Tracking es posible encontrar la correspon-
dencia entre puntos de varias imagenes. Los puntos correspondientes
son aquellos que representan una proyeccion del mismo punto fisico en
el espacio 3D. En la Figura 1.11 se puede apreciar tres vistas de una
taza tomadas por una camara fija mediante la rotacién del eje cen-
tral de la taza. Se puede observar que los puntos my, my y ms en las
imégenes 1, 2 y 3 respectivamente, son correspondientes entre si porque
son proyecciones del mismo punto m de la taza. Mediante la teoria de
Visién por Computador podemos responder las siguientes preguntas: i)
Conociendo el punto my en la imagen 1, ;dénde esta su punto corre-
spondiente en las imagenes 2 y 37 ii) Conociendo los puntos my y msy y
sabiendo que son correspondientes, ;jdonde se encuentra el punto cor-
respondiente en la tercera imagen? Estas preguntas seran respondidas
a lo largo de este curso.

= Computaciéon Grafica

Si se tiene un modelo de la formacién de la imagen f : 3D — 2D, es
posible entonces simular graficamente las vistas bidimensionales que se
obtendrian de un objeto tridimensional. Las aplicaciones de realidad
virtual emplean esta teoria.

» Estimacion de Movimiento

Mediante una camara que toma imagenes de un objeto en movimiento
es posible estimar el movimiento del objeto a partir de los puntos de
correspondencia en la secuencia de imagenes.

1.3. Historia

Una camara produce imégenes planas de un mundo fisico percibido como
tridimensional. Antes de la invencion de la fotografia existia un gran interés
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Imagen 1

Imagen 2

Imagen 3

Céamara

Objeto 3D

p

Figura 1.11: Correspondencia en tres puntos.

en representar este mundo 3D en imédgenes planas 2D, como es el caso de la

pintural.

Los griegos llegaron a conocer muchas de las propiedades geométricas de la
proyeccién. Como es el caso de Thales de Mileto (640 AC - 5487 AC) que con
sus conocimientos de la Geometria pudo predecir un eclipse solar y también

11

pudo medir la altura de una piramide a partir de su sombra proyectada.

Sin embargo, los griegos pensaban que la visién era activa, es decir que los
ojos emitian particulas al mundo 3D en vez de considerar a los ojos como

dispositivos pasivos receptores de luz.

Cabe mencionar dentro de los matematicos griegos a Euclides, quien en

!Gran parte de esta seccién fue obtenida de la seccién 4.1 de [9].
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el siglo IV AC ideé la geometria plana. Para Euclides la geometria era
concebida como un conjunto de lineas y puntos, independientes de un sistema
de coordenadas.

Posteriormente, los pintores italianos del Renacimiento fueron los primeros
en entender la formacion de las imagenes y fueron los primeros en estudiar
la Geometria para reproducir correctamente los efectos de la perspectiva en
las imagenes del mundo que observaban. La pintura anterior a esta época
era plana, es decir no mostraba la diferencia de profundidad en los objetos
representados, como se muestra en la Figura 1.12.

La perspectiva fue inventada por Filippo Brunelleschi (1377-1446) alrededor
de 1413. Brunelleschi fue un gran arquitecto del Renacimiento Temprano. Fue
también escultor y pintor. Sus principales obras se encuentran en Florencia,
como por ejemplo la Catedral Santa Maria de Fiore, cuya ctpula es la mas
grande del mundo con mas de 50m de didmetro.

Artistas como Piero della Francesca (1415-1492), Leonardo da Vinci (1452-
1519) y Albrecht Diirer (1471-1528), los dos primeros italianos y el tercero
alemédn que viaja a Italia para posteriormente llevar el Renacimiento a
Alemania, realizan serios estudios geométricos que se usan hasta el dia de
hoy. A partir de esta época se empieza a considerar el punto de fuga, en el que
lineas paralelas que se alejan del observador convergen en un punto. A manera

Figura 1.12: Pintura pre-renacentista y renacentista. [zquierda: Jests entran-
do a Jerusalén. Derecha: Iglesia del Espiritu Santo, Bruneleschi.
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Figura 1.13: Mdquina de perspectiva por Albrecht Diirer [8, 9].

de ejemplo, en la Figura 1.12 se muestran dos pinturas: una pre-renacentista
y otra renacentista®. En la primera se puede observar la polidimensionalidad,
en la cual los puntos de vista de los objetos representados no son tnicos.
Asimismo, el tamano de los objetos estd relacionado més con la importancia
dentro de la obra que con la ubicaciéon espacial. En la segunda pintura se
aprecia claramente la profundidad producida por las lineas que convergen
en un punto de fuga. De esta manera se le hace creer al observador que
esta frente a una escena tridimensional.

En el siglo XVI se desarrolla la teoria de la perspectiva. Se introducen las
Mdaquinas de Perspectiva para ayudar a los pintores a reproducir exactamente
la perspectiva sin tener que hacer cdlculos matematicos. Una de estas
maquinas es representada en la Figura 1.13 por Albrecht Diirer. En esta
figura, el ojo del dibujante es mantenido fijo y un dispositivo es utilizado para
materializar la interseccion de cada rayo visual con el plano de la imagen.

Las maquinas de la perspectiva pueden ser consideradas como el primer
intento de una cdmara. Ellas utilizan un plano R (plano de la imagen, ver
rejilla en Figura 1.13) donde se forma la imagen y un punto C' (centro 6ptico,
ver ojo del dibujante en Figura 1.13) que no pertenece a R en el que se
intersectan todos los rayos que forman la imagen.

En el ano 1545 el astronomo Germina Frisius publica un estudio donde

2La primera pintura fue tomada de Dutch, Steven: Perspective in Art -
Slides  (http://weba.uwgb.edu/dutchs/1900utln/perslide.htm). La  segunda  pin-
tura fue tomada de Dauben, Joseph W.: The Art of Renaissance Science
(http://www.crsd.it/Ars/arshtml/arstoc.html).
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presenta la cdmara oscura. En la Figura 1.14 se representa un esquema de
la camara oscura. Mediante un orificio muy pequeno C' en una pared se deja
entrar la luz externa que es proyectada en una pared interior de la camara
oscura. El resultado es una imagen invertida del mundo exterior. La caAmara
oscura sirvi6 a algunos pintores como a Vermeer (1632-1675) para representar
de la manera mas precisa posible la realidad.

A partir de la teoria del plano cartesiano introducida por Descartes (1596-
1650) se empieza a concebir la geometria desde un punto de vista algebraico.
Asi, las entidades geométricas son descritas como coordenadas y entidades
algebraicas. Se cuenta que Descartes desarrolld esta teoria acostado en su
cama al ver volar una mosca en la habitacién. El movimiento de la mosca
con respecto a los tres ejes conformados por la interseccién de dos paredes y
el techo, hizo que Descartes pensara en que con tres coordenadas (X,Y, Z)
se podia definir la posicién de la mosca en cualquier instante [16].

En el ano 1826 el quimico francés Niepce (1765-1833) llevé a cabo la primera
fotografia, colocando una superficie fotosensible dentro de una camara oscura
para fijar la imagen. Posteriormente, en 1838 el quimico francés Daguerre
(1787-1851) hizo el primer proceso fotografico practico. Daguerre utilizé una
placa fotogréifica que era revelada con vapor de mercurio y fijada con
trisulfato de sodio.

A
v

Figura 1.14: Camara oscura.
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En la actualidad se utilizan camaras reflex y CCD que emplean lentes para
incrementar la potencia de la luz y mejorar el enfoque de la imagen. Estas
camaras seran estudiadas posteriormente en el curso.

1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.1 Simular una mdquina de perspectiva utilizando una trans-
parencia. Colocar una transparencia entre el ojo de el/la observador/a y una
escena tridimensional que contenga objetos del mismo tamano dispuestos en
distintas profundidades. Dibujar lo que se ve en la transparencia y observar
el punto de fuga asi como la reduccion del tamano de los objetos a medida
que se van alejando de la transparencia.
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Capitulo 2

Geometria Proyectiva

En este capitulo se introducen las principales ideas geométricas y la notacién
que se utilizara en el resto del curso. Se empezara con la geometria plana
de dos dimensiones que es mas facil de visualizar y comprender para luego
pasar a la geometria del espacio tridimensional®.

Se estudiaran las transformaciones proyectivas de un plano. Mediante estas
transformaciones es posible modelar la distorsién geométrica que le ocurre a
un plano que es visto por una cadmara perspectiva. Con estas transformaciones
algunas propiedades se conservan como la colinearidad (lineas rectas son
vistas como lineas rectas) mientras que otras propiedades no (las lineas
paralelas por lo general no son vistas como lineas paralelas).

En un nivel elemental la geometria es el estudio de puntos y lineas, y
sus relaciones. A lo largo de la historia la geometria ha sido concebida
inicialmente como una disciplina netamente geométrica, en la que las lineas y
puntos se estudian sin considerar un sistema de coordenadas. Posteriormente,
mediante la introduccién de un sistema de coordenadas cartesiano se logra
algebraizar a la geometria. De esta manera, las entidades geométricas pueden
ser descritas como coordenadas y entidades algebraicas. Por medio de las
relaciones algebraicas se obtiene una representacién matematica apropiada
para implementar algoritmos y programar métodos computacionales. A lo
largo del curso se utilizara tanto la concepcién geométrica como la algebraica.
En algunos casos la geometria logra visualizar mejor un problema dado, en

TLa teorfa de este capftulo puede ser encontrada en los capitulos 1 y 2 de [23], en el
capitulo 2 de [9] asi como en el capitulo 2 de [8].

17
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otros el algebra puede representarlo y resolverlo mas facilmente.

2.1. Planos, puntos y lineas rectas

Un punto en un plano se representa como un par de coordenadas (z,y) en R2.
Comunmente, R? se identifica con un plano. Se puede considerar entonces
R? como un espacio vectorial en el que (z,y) es un vector. Se asocia asf, un
punto a un vector. En este curso los vectores seran representados en letra
negrita y sus elementos serdn dispuestos de manera vertical: m = (z,y)T.

Una linea recta en el plano (z,y) estd representada por la ecuacion:
ar +by +c=0. (2.1)

De esta manera, una linea recta puede ser representada por un vector
1= (a,b,c)7.

La correspondencia entre lineas rectas y vectores no es uno a uno, ya que
(a,b,¢)T v (ka, kb, ke)T representan exactamente la misma linea recta para
k # 0, sin embargo son vectores distintos. Estos vectores son considerados
como equivalentes y se definen como wvectores homogéneos.

Un punto (x,y) estd en la recta 1 = (a,b,c)" si y sélo si la ecuacién (2.1) es
verdadera. Esta ecuacion puede escribirse utilizando el producto punto entre
los vectores L =[a b ¢]T y m = [z y 1]T como:

lem=1"m=[abd[zyl]" =ar+by+c=0. (2.2)

Asi, el punto (z,y) es representado por un vector (x,y,1)T. Sin embargo,
los vectores (kz,ky, k), para k # 0, pueden considerarse también como
representaciones del mismo punto (z,y) ya que satisfacen la ecuacién
[a b c]"[kx ky k] = k(ax + by + ¢) = 0. Se dice entonces, que los puntos en
un plano bidimensional pueden ser representados por vectores homogéneos
de tres dimensiones cuyos dos primeros elementos son las coordenadas del
punto en el plano y el tercer elemento es 1.

En términos generales, si se tiene un vector homogéneo de tres dimensiones
dado por (x1, 72, 23)7 que representa un punto en un plano, las coordenadas
de este punto en el plano estan definidas como (z,y) = (x1/x3, x2/x3).

Ejemplo 2.1 Interseccion de dos lineas rectas:
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Dadas dos rectas 1 = (a,b,¢)T y 1 = (d/, 0/, ¢)T se desea encontrar el punto
de interseccién de ambas rectas.

Del édlgebra vectorial se sabe que el producto cruz de dos vectores produce un
vector que es perpendicular a ellos. También se sabe que el producto punto
entre dos vectores perpendiculares es igual a cero. Por lo tanto se puede
afirmar que le (1 x 1) =1 e (1 x1') = 0. Si se define el punto m como 1 x I/
obtenemos la representacién homogénea que satisface las ecuaciones 1'm = 0
y I'Tm = 0, lo que quiere decir que el punto m es la interseccién de las rectas
ya que pertenece a ellas:

m=1xTI (2.3)

Ejemplo 2.2 Linea recta que pasa por dos puntos:

Dados dos puntos m = (x,9,1)T y m’ = (2/,5/,1)7 se desea encontrar la
linea recta que pasa por ambos puntos.

Mediante el mismo razonamiento del ejemplo anterior se puede afirmar que
la recta esta definida por:
l=m x m’ (2.4)

yva que I'm = 0 y 1"'m’ = 0, lo cual quiere decir que tanto m como m’
pertenecen a la misma recta 1.

Ejemplo 2.3 Interseccion de dos rectas paralelas:

Dadas dos rectas paralelas 1 = (a,b,¢)T y I' = (a,b, )T se desea encontrar el
punto de interseccion.

Segun (2.3) la representacién homogénea del punto de interseccion esté dada
porm =1x1 = (¢ —¢)[b —a 0]". La representacién no homogénea de
este punto presenta una singularidad debido a la division por cero. El punto
obtenido de la divisién por cero puede ser interpretado como un punto en el
infinito. Los puntos que tienen una representacion homogénea de este tipo,
m = [z Z3 xg]T con r3 = 0, son conocidos como puntos ideales. Todos
los puntos ideales pertenecen a la linea en el infinito 1, = [0 0 1]7, ya que
[£1 22 0]T[0 0 1] = 0. De esta manera una recta 1 = (a,b,c)" intersecta a
loenm=1x1,=[b —a0]". Una linea I’ paralela a I intersecta a 1., en
el mismo punto. Es interesante observar que en la Geometria Proyectiva dos
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X3
A
—= > Y y
f X y)
X & ===
X2
f=1
(X X5 X3) 1 F
I J X3
» Xy l
X1

Figura 2.1: Proyeccién (x1, z9, x3) — (z,9).

lineas rectas paralelas se intersectan en un punto (ideal), mientras que en la
Geometria Euclidea la interseccién de dos rectas paralelas no esta definida.

Como ya se ha visto anteriormente, un punto (x,y) en un plano tiene una
representacién homogénea en R® dada por m = [z zy 23]" con z = x;/x3
vy y = zo/w3. El plano proyectivo P? en el que estdn representados todos
los puntos no homogéneos * = x1/x3 y y = xo/x3 puede ser interpretado
utilizando la representacion de la Figura 2.1. En este esquema la proyeccion
de (x1,22,73) en un plano (z,y) paralelo al plano (z1,x9,0) ubicado en
3 = 1, estd dada por el punto (x,y) el cual puede ser calculado aplicando
el Teorema de Thales como = : x1 = y : x93 = 1 : x3. Se obtiene entonces
r = x1/w3y Yy = w3/x3. Se puede observar que cualquier punto 3D sobre la
linea de proyeccion (ver 1, en Figura 2.1) produce el mismo punto proyectado
en el plano (z,y). Esto es lo mismo que decir que la proyeccion de k(z1, o, x3)
es igual a la proyeccién de (x1,x,23), para k # 0, y que esta proyeccién
estd dada por © = x1/x3 y y = x9/x3. En otras palabras, la clase de vectores
homogéneos k(zy, s, r3) representan el mismo punto en P2,



2. Geometria Proyectiva 21

2.2. Transformaciones Proyectivas 2D

La geometria proyectiva 2D es el estudio de las propiedades del plano
proyectivo P? que son invariantes bajo un grupo de transformaciones
conocidas como proyectividades.

Una proyectividad es una transformacién invertible dada por h : P? — P2
de manera tal que una linea recta es transformada como una linea recta. La
proyectividad esta definida como:

h(m) = m’ = Hm, (2.5)

donde H es una matriz 3 x 3 no singular. Se dice entonces que m’ es la
transformacion lineal H de m. Esta transformacién es biunivoca entre dos
planos 2D, cuyos puntos son representados homogéneamente por m y m’.
Es decir, un punto en un plano 2D tiene una tnica correspondencia en un
punto de otro plano 2D, y cada punto en un plano tiene un solo punto
correspondiente en el otro plano.

La condicién invariante (una recta es transformada en una recta) puede
comprobarse de la siguiente manera: si m;, my y ms3 estan en la misma
linea recta 1, entonces 1"'m; = 0 para i = 1,2, 3. Esta ecuacién puede ser
escrita como 1"H'Hm; = 0, ya que H'H = I. Como los tres puntos
transformados por h quedan definidos como m, = Hm;, se puede escribir
entonces I'"m} = 0 con I'" = 1ITH!. Esto quiere decir que los puntos m)

7
pertenecen a una recta 1'.

La ecuacion (2.5) puede escribirse de manera explicita como

' hi1 hig hig T
513'/2 = h21 h22 h23 ) . (26)
xé hsi hsy  hs3 T3

Se observa que los resultados en la transformacién de coordenadas no son
afectados si se cambia H por kH, para k # 0, lo cual quiere decir que H es
una matriz homogénea.

Ejemplo 2.4 Calcular la matriz proyectiva entre los planos paralelos mostra-
dos en la Figura 2.2:



22 D.Mery: Visién Artificial

Figura 2.2: Proyeccién en dos planos paralelos.

Utilizando el Teorema de Thales, se tienen las siguientes relaciones:

/

o ' vy oy

f2 N 7 f2 fi
Estas ecuaciones se pueden escribir usando la forma matricial m’ = Hm, con
m=[zyl]Tm'=["y 1"y

fo/fv 0 0
H= 0 fo/fi O
0 0 1

Para el caso de dos planos no paralelos como se muestra en la Figura 2.3
se pueden establecer dos caracteristicas de la transformacién proyectiva: i)
hay una correspondencia biunivoca entre los puntos pertenecientes a ambos
planos y i) una linea recta en un plano corresponde a una linea recta en el
otro plano. De esta manera se puede afirmar que la relacién proyectiva entre
ambos planos esta dada por la ecuacién general (2.6). El préximo ejemplo
ilustra una aplicacion de esta transformacion.

Ejemplo 2.5 Rectificacion de distorsion proyectiva:

En este ejemplo se busca la matriz H que logre transformar una imagen
que presente una distorsion proyectiva, en una imagen libre de distorsion.
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1

c [vista superior]

Figura 2.3: Proyeccién en dos planos no paralelos.

La operacion de rectificacion de distorsién se muestra en la Figura 2.3. Los
datos de entrada en este problema son las coordenadas de n puntos (z}, y!),
1t =1,...n, en la imagen original y las coordenadas deseadas de estos puntos
(x;,y;) en la imagen rectificada. Por lo general se escogen puntos (z;,y;) que
pertenezcan a un rectdngulo. A partir de (2.6) se obtiene para cada punto
(2',y) y su correspndiente (z,y) las ecuaciones:

,wy hnx A+ hpy + b
T T het + haay + b
T3 31T + N32Yy + N33

’ 16/2 hzll’ + hgzy + hgg

v = 90—'3 - hs1z + haoy + has

En el problema interesa encontrar los 9 elementos de H. Sin embargo, como
la matriz H es homogénea, kH también seria solucién al problema. De esta
manera es posible dividir cada elemento de H por hss para obtener una
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Figura 2.4: Rectificaciéon de distorsion proyectiva.

matriz H con sélo 8 elementos desconocidos, ya que el ultimo elemento seria
igual a uno.

Entonces, con hzz = 1 las dos tultimas ecuaciones pueden ser escritas de
manera matricial como:

o bien Ah =b. Se observa que para cada correspondencia de puntos se
obtienen dos ecuaciones. Suponiendo n pares de puntos correspondientes se



2. Geometria Proyectiva 25

puede establecer el siguiente sistema de 2n ecuaciones y 8 incégnitas.

A, b,
A || P
A, b,

donde A; y b; son la matriz A y el vector b obtenidas en (2.7) para el punto
i. El sistema de ecuaciones anterior puede ser expresado como Ah = b. Para
n = 4 existe una solucién directa dada por h = A~'b. Si n > 4 sin embargo
el sistema queda sobredeterminado. En este caso se utiliza el método de los

minimos cuadrados en el que se encuentra un vector h tal que minimice
| Ah — b ||. La solucién entonces estaria dada por h = [ATA]71ATb.

Cabe senalar que el método aqui expuesto funciona sélo si hgs # 0. Para
el caso en que hzz = 0 se recomienda un método alEernativo en el que la
restriccién para H no es hzz = 1 sino || h ||= 1 donde h = [hy; ... ha3]". Para
mayores detalles ver [23].

En la Figura 2.4 se puede apreciar un ejemplo practico en el que se rectifica
la distorsion proyectiva presente en la fotografia de la fachada de una iglesia.

2.3. Categorizaciéon de las Transformaciones
Proyectivas 2D

A continuacién se presentan 4 categorias existentes en las transformaciones
proyectivas R? — R2.

2.3.1. Transformacién Isométrica (Euclidea)

En la transformacion isométrica se conserva la distancia Euclidea, es decir
la distancia entre dos puntos es igual a la distancia entre los puntos
transformados. La transformacién proyectiva isométrica es ilustrada en la
Figura 2.5 y corresponde a la transformacién de coordenadas (z/,y') < (z,y).
La transformacion (2',y') — (z,y) es (ver Ejercicio 2.10):

x cos(f) —sin(0) t, x

y | = sin(f) cos(@) t, y' (2.8)
1 0 0 1 1
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>
Figura 2.5: Transformacién 2D isométrica (Euclidea).

donde 6 es el dngulo de la rotacién entre los ejes y (¢,,t,) es el desplazamiento
del origen. Esta ecuacién puede ser escrita como:

MR R MR b R A R
o bien
“;; :loRT/ H ;if (2.10)

con 0T = [0 0]. La transformacién inversa (x,y) — (2/,9’) se obtiene de (2.9):

i) e

Como la matriz R’ es ortonormal, es decir que R/[R/]T = Iy se sabe
entonces que la inversa de R’ es su transpuesta. Definiendo R = [R/]T =
[R/]7! y t = —Rt’ se obtiene

/

x i
R t
1
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Otra propiedad de las matrices R y R’ se obtiene observando que ambas son
funciones del angulo de rotacién 6. Si se define R = R(#) es fécil comprobar
que

R =R(-0). (2.13)

Se puede observar que la matriz 3 x 3 de la transformacién isométrica (2.12)
tiene la siguiente forma
R t

Las invariantes de esta transformada, es decir las propiedades que se
mantienen después de aplicar la transformacién isométrica son: i) longitud
entre puntos, 7i) angulo entre dos rectas y #ii) area.

2.3.2. Transformacion de Similitud

En la transformacién de similitud se conserva la forma de los objetos. Sin
embargo, en este caso la distancia entre dos puntos ya no es igual a la
distancia entre los puntos transformados. La transformacion proyectiva de
similitud, definida por medio de la matriz Hg, es:

!
z, _[SR t} z
T
1 0" 1 1

Hgs

(2.15)

Las variables t, 0T y R estdn definidas en la Seccién 2.3.1. A través del
pardametro s se obtiene la ampliacién (s > 1) o reduccién de los objetos(0 <
s <1).

Las invariantes de esta transformada son: i) dngulos entre rectas, ii) lineas
paralelas, #7i) razén entre dos distancias y v) razén entre dos areas.
2.3.3. Transformacién Afin

En la transformacion afin se distorsiona la forma de los objetos introduciendo
una matriz 2 X 2 A no ortonormal en lugar de R. La transformacion afin,
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definida por medio de la matriz H 4, se expresa como:

/

X X
At
1 1
Hy

Los vectores t y 0 estdn definidos en la Seccién 2.3.1. Las invariantes de
esta transformada son: i) lineas paralelas y i) razén entre dos areas.

2.3.4. Transformacién Proyectiva General

La transformacion proyectiva es la generalizacién de las transformaciones
lineales R? — R? en la que las lineas paralelas no son transformadas
necesariamente como tales. La transformacién proyectiva ya se expreso en
coordenadas homogéneas en (2.5). En este caso la matriz 3 x 3 de la
transformacién se denota como Hp.

La invariante de esta transformada es la razén de cruz.

Transformacion Matriz H Invariantes
, R t .
Euclidea oT 1 longitud entre puntos.
Similitud sR ot , ,
0 1 angulos entre rectas, razon
entre dos distancias.
’ At , .
Afin oT 1 lineas paralelas, razon entre
dos areas.
hi1 hiz his
General hor  hoy  hos razén de cruz [23].
h31 hza hss

Tabla 2.1: Resumen de Transformaciones Proyectivas 2D.
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Qo5 e

original Euclidea similitud afin general

Figura 2.6: Transformaciones proyectivas 2D.

2.3.5. Resumen de Transformaciones Proyectivas 2D

Un resumen de las transformaciones proyectivas 2D explicadas en esta seccion
se muestra en la Tabla 2.1. Es necesario senalar que las invariantes de
un grupo inferior son heredadas por su grupo superior mas no en sentido
inverso, es decir la conservacién de las lineas paralelas es invariante de las tres
primeras transformaciones, y la longitud entre dos puntos sélo es invariante
de la transformacion Ecuclidea. Adicionalmente, en la Figura 2.6 se muestran
las distintas transformaciones de un cuadrado que se pueden realizar con las
cuatro transformaciones explicadas.

2.4. Transformaciones Proyectivas 3D

Un punto M que se encuentra en el espacio 3D se representa en coordenadas
homogéneas como un vector de cuatro elementos. Si el punto 3D tiene
coordenadas (no homogéneas) (X,Y, Z)T se expresard entonces como M =
[Xl X2 X3 X4]T donde X = Xl/X4, Y = XQ/X4, y 7 = Xg/X4. Una forma
sencilla de pasar de coordenadas no homogéneas a homogéneas es agregando
un uno al final del vector, es decir M = [X YV Z 1]T.

Un plano se define como:

plX + pQY +ng +ps = 0. (217)
Esta ecuacién también puede ser escrita como p"M = 0 con p = [p1 pa p3 pa]"
y M = [X Y Z 1]7. Se observa entonces que al igual que la recta en R? un
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Transformacién Matriz H Invariantes
) R t .
Euclidea oT 1 longitud entre puntos, volu-
men.
.. t
Similitud Sl:—,-{ )
0" 1 angulos entre planos, forma.
ap; a1z a3 1y
Afin a1 Gz ax b lineas paralelas.
asy asz asz i
0 0 O

hl 1 h12 h13 h14
h21 h22 h23 h24
h31 h32 h33 h34
hai haz haz hag

interseccién y tangentes de
superficies en contacto.

General

Tabla 2.2: Resumen de Transformaciones Proyectivas 3D.

plano tiene una representaciéon homogénea, ya que kp, para k # 0,representa
el mismo plano definido en (2.17).

Una transformacion proyectiva se define como:
M = HM (2.18)

donde H es una matriz 4 x 4 invertible. Al igual que en el caso de la transfor-
macion proyectiva bidimensional en la que las rectas son transformadas como
rectas, en el caso de la transformacion proyectiva 3D un plano transformado
con (2.18) sigue siendo una plano. La representacién homogénea del plano
transformado esta dada por p’T = pTH™!.

En esta seccion las transformaciones proyectivas 3D no serdan discutidas tan
en detalle como las transformaciones proyectivas 2D. Un resumen de ellas
se puede encontrar en la Tabla 2.2. La Figura 2.7 presenta las distintas
transformaciones aplicadas a un cubo.
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A lo largo de este documento sélo se utilizara la transformacién 3D Euclidea,
ya que ella representa los cambios de coordenadas que pueden sufrir los
objetos rigidos al pasar de un sistema de coordenadas a otro. Deformaciones
de objetos 3D no seran contempladas en este documento.

Dado un sistema de coordenadas 3D (X,Y,Z) que ha sufrido una rotacién

Qe

original Euclidea similitud afin general

Figura 2.7: Transformaciones proyectivas 3D.

Z
S A W,
Y
t Wy
—11 rY
%o,

Figura 2.8: Transformacion 3D Euclidea.
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Figura 2.9: Rotacién de los ejes Z, Y, v X.

y una traslacion como se aprecia en la Figura 2.8, el espacio 3D en el nuevo
sistema de coordenadas (X', Y’, Z’") queda definido por una transformacién
3D Euclidea definida por:

X' X
Y | =R|Y |+t (2.19)
A Z

o en coordenadas homogéneas:

X' X
Y’ R t Y
AR .
1 1

donde R es una matriz 3 x 3 ortonormal y t es un vector 3 x 1 que definen
la rotaciéon y traslacién del sistema de coordenadas respectivamente.

Al igual que en la transformacion Euclidea 2D explicada en la Seccién 2.3.1,
se puede expresar (X,Y, Z) en funcién de (X', Y’ Z’) de la siguiente manera:

X X'
Y Rt Y’
7 | = l oT 1 ] 7 (2.21)
1 1

donde R’ =RT y t' = —R't.

A continuacién se definird la matriz ortonormal R presente en la transfor-
macién Euclidea R® — R3. Una rotacién de los ejes de coordenadas puede
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Rotacion ‘ Matriz de rotacion
cos(wz) sin(wz) 0 ]
Eje Z | Rz =| —sin(wz) cos(wz) 0
I 0 0 1
[ cos(wy) 0 —sin(wy)
EjeY | Ry = 0 1 0
| sin(wy) 0  cos(wy)
1 0 0
Eje X |Rx=1]0 cos(wx) sin(wx)
| 0 —sin(wyx) cos(wx) |

Tabla 2.3: Matriz de rotacién de los ejes Z, Y y X.

ser descompuesto en rotaciones de cada uno de los ejes tal como se muestra
en la Figura 2.9. Las transformaciones de cada una de estas rotaciones estan
dadas por Rz, Ry v Rx en la Tabla 2.3. A manera de ejemplo si el tnico
movimiento existente es la rotacién del eje X, la ecuacion que transforma las
coordenadas seria:

X' 1 0 0 X
Y' | =10 cos(wyx) sin(wy) Y
Z' 0 —sin(wx) cos(wx) Z

La rotacién total se puede definir entonces como primero una rotacion del eje
Z, luego del eje Y y luego del eje X, eso se puede expresar matematicamente
como una multiplicacién de las tres matrices de rotacion en el siguiente orden:

Rll R12 R13
R(wx,wy7wz) = Rx(u}X)Ry(wY)Rz(wZ) = R21 RQQ Rgg s (222)
R31 Rs» Rss
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donde los elementos R;; pueden ser expresados como:

Ry; = cos(wy) cos(wz)

R12 = COS(u)y) sin(wz)

Rz = —sin(wy)

Ry = sin(wx)sin(wy) cos(wz) — cos(wx ) sin(wyz)
Ry = sin(wyx)sin(wy) sin(wyz) + cos(wx) cos(wyz)
Ry; = sin(wx) cos(wy)

R31 = cos(wx)sin(wy) cos(wz) + sin(wy) sin(wy)
Rsy = cos(wx)sin(wy ) sin(wz) — sin(wx ) cos(wz)
R33 = cos(wy) cos(wy)

Es necesario resaltar que la multiplicacion de matrices no es conmutativa, esto
quiere decir que R = Rx(wx)Ry(wy)Rz(wz) # Rz(wz)Ry (wy)Rx(wx),
sin embargo es posible obtener el mismo resultado para R cambiando el orden
de las matrices siempre y cuando se consideren otros angulos de rotacién para
cada eje, es decir: R = Ry (wx)Ry (wy)Rz(wz) = Rz(wy) Ry (W} )Rx (Wy).
A manera de ejemplo se puede comprobar que si primero hay una rotacién
wz = 90° y luego una rotacién wy = —90° el resultado es el mismo que con
una primera rotacién de Wy = 90° y luego una de wj = 90° (ver ejercicio

2.7).

La matriz R' = RT definida en (2.21) para calcular la transformacién del
sistema de coordenadas (X', Y’, Z’) al sistema de coordenadas (X, Y, Z) serfa
para R = Rx(wX)Ry(wY)Rz(wZ)Z

R’ = RT = Rj(wz)Rj(wy)Ri(wx)

= Rz(—u)z)Ry(—wy)Rx(—wX) <223)

En la ttlima igualdad se utiliz6 la propiedad (2.13).

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.1 Resolver el sistema de ecuaciones

r + 2y = 8
r — 2y =0

usando (2.3).
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Solucién: 1 = (1,2, —-8)7T, ' = (1,-2,0)T, m = 1xl' = (—16, -8, —4)T. Esto
implica que x = =16/ —4 =4,y = -8/ —4=2.

Ejercicio 2.2 En un sistema de coordenadas (x,y) se definen los vértices
de un cuadrado (—1,1), (1,1), (1,—-1) y (—=1,—1). Se desea conocer las
coordenadas de etos vértices en un nuevos sistema de coordenadas (x',y)
como el mostrado en la Figura 2.5 en donde § =30°, t, =1 y ¢, =2

Solucién: Utilizando la transformacién (2.12) se obtiene que los puntos
en el nuevo sistema de coordenadas son (—2,2321;0,1340), (—0,5; —0,8660),
(—1,5;—2,5981) y (—3,2321; —1,5981) respectivamente.

Ejercicio 2.3 Transformar las coordenadas de los vértices de un cuadrado
(—=1,1), (1,1), (1,-1) y (—=1,1) a un nuevo sistema de coordenadas en el que
ha ocurrido una rotacién de 30°, un desplazamiento en (1,2) y un cambio de
escala 1 : 2.

Solucién: Se tiene # = 30° t, = 1, ¢, = 2y s = 0,5. Utilizando
la transformacién (2.15) se obtiene que los puntos en el nuevo sistema
de coordenadas estdn dados por (—2,0490;—0,5490), (—1,1830;—1,0490),
(—1,6830; —1,9151) y (—2,5490; —1,4151) respectivamente.

Ejercicio 2.4 Escribir un programa que implemente la transformada proyec-
tiva H entre una imagen original I' una y rectificada 1.

Solucién: Los datos de entrada al programa son H y la imagen original T’
cuyos elementos I'(z’, 1) son los valores de gris en los pixeles denotados por
(x',y') para 2’ = 1,...,N" y ¢y = 1,..., M’. Se desea encontrar entonces la
imagen rectificada I donde I(z,y) son los valores de gris en los pixeles (z, )
paraxz =1,...Nyy=1,.. M. La idea de este programa es que para cada
pixel (z,y) en la imagen rectificada se busque su pixel correspondiente (z’,y")
en la imagen original utilizando la transformacién H. Seguramente el valor
de gris en (2/,y') tendra que ser interpolado de sus cuatro vecinos enteros, ya
que al ser I’ una imagen digitalizda I'(z’,y) estd definido sélo para valores
enteros de (2,7). El algoritmo se presenta a continuacién:

Algoritmo:
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1. Paraz=1,...Nyparay=1,....M :

2. Definir m = [z y 1]T.

3. Evaluar m’ = Hm.

4. Evaluar ' = my/mg y v = may/ms.

5. Definir 7 = fix(2'), y = fix(y/),Ax' =2’ — Ty Ay =y — 7.

6. Evaluar I(z,y) = [I'(Z+

= +1 I'(z, )| Ax'+[I'(Z, y+1) = I'(2, )] Ay'+
I'z+1,9+1)+I'(z,9)

)= (T, 9+1)—
—I'(@+1,9) - I'(Z, 9+ D]Ar Ay’ + I'(Z, )

En este algoritmo se ha utilizado la funcién ‘fix’ que extrae la parte entera
de un nimero real. La interpolacion tiene lugar en el punto 6 del algoritmo,
para mayores detalles de esta interpolacién bilineal consultar [4].

Ejercicio 2.5 Encontrar la representacion homogénea de un plano p que
contenga los puntos My, My y Ms.

Solucion: Utilizando la representacién homogénea de los 3 puntos M;, para
i = 1,2, 3 se puede escribir la ecuacién del plano para cada punto M p = 0,
o bien:

M] [p=0

La solucion a este sistema de ecuaciones esta dada por
= [Dagy — Disy Digy — Dios]"
P = [V234 134 U124 123

donde Djy; es el determinante de las filas j, k y [ de la matriz [M;MyMj].

Ejercicio 2.6 Encontrar la interseccion de tres planos representados en
vectores homogéneos como p1, P2 Y P3-
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Solucidén: La interseccion de tres planos es un punto. Utilizando la repre-
sentaciéon homogénea de este punto M, y sabiendo que este punto pertenece
a los tres planos, se puede escribir entonces MTp; = 0, o bien:

pi

p; |[M=0

p]

Al igual que el ejemplo anterior, la solucién a este sistema de ecuaciones

estd dada por M = (Dazy, — D134, D124, —D123)" donde Dy es el determi-
nante de las filas 7, k y [ de la matriz [p;paps].

Ejercicio 2.7 Encontrar la matriz de rotacion R para las siguientes rota-
ciones de ejes i) primero wz = 90° y luego wy = —90°. i1) primero w = 90°
y luego w'y = 90°.

Solucién: Para el caso i) la matriz de rotacién queda R = Rx(wy =
)Ry (wy = —90°)Rz(wz; = 90°). Para el caso ) la matriz de rotacién
queda R = Rz(w) = 90°) Ry (v} = 0°)Rx (wy = 90°). Para ambos casos el
resultado es:

I
I
o= o
e
oo

Ejercicio 2.8 En la Figura 2.10, encontrar la transformacion Fuclidea del
sistema de coordenadas del objeto (X4, Yy, Zy) al sistema de coordenadas de
referencia (X1,Y1, Z1).

Ejercicio 2.9 Encontrar la transformacion proyectiva 2D — 2D, definida
por la matriz 3 X 3 H que realiza la correccion de distorsion de perspectiva
mostrada en la Figura 3.10 suponiendo que (2, vy}) = (1,1); (zh, v4) = (4,1);
(l{”)’yé) = (374); (xipyzl) = (274); (‘Tlayl) = (17 1); (:L‘QayQ) = (4v 1);
(x3,y3) = (4,4); (x4,y4) = (1,4). Para los cdlculos suponer hyz=1.
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Solucién: A partir de (2.7) se obtienen dos ecuaciones por cada par
de puntos correspondientes. Esto quiere decir que para los cuatro puntos

Figura 2.10: Figura del Ejercicio 2.8: Transformacién (Xy, Yy, Z4)

(X17§/17 Zl)

y'

;
>

' (x'uy')

(X'4Y'9)

oy O

y

Figura 2.11: Distorsién de perspectiva (ver Ejercicio 2.9).

;
»

(X1Y1)

(X23Y2)

(XaYa)

(X3.Y3)

D.Mery: Vision Artificial
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Figura 2.12: Transformacién Euclidea 2D (Ejercicio 2.10).

correspondientes el sistema de ecuaciones quedaria:

111000 —1 —17[hny 1
000111 =1 —1|]hpy 1
411000 =16 —4 || his 4
000411 —4 —1|]|hy| |1
441000 —12 <12 || hy | |3
000441 =16 —16 || hos 4
141000 —2 =8|/ hy 2
(0001 41 —4 —16] | he | | 4]

o bien Ah = b. Los elementos hiy, ..., h3a se encuentran entonces a partir de
h = [hy ... hgp]T = [A]7'b = (3,5,-5,0,11,—8,0,2)". Esto quiere decir que
la matriz H quedaria:

3 5 =5
H=|0 11 -8
0 2 1

Ejercicio 2.10 Demostrar que la relacion entre las coordenadas (x',y') y
(z,y) en la Figura 2.5 estd dada por (2.8).

Solucién: Se definen los vectores unitarios de los ejes z y y como e, y ey, ¥
de los ejes 2’ y y' como €] y €], tal como se aprecia en la Figura 2.12a. Se
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sabe que la relacion entre ellos es:

e, = cos(f)e, + sin(f)e,

/
e, = —sin(f)e, + cos(f)e, (2.24)

En la Figura 2.12b, el punto m puede ser representado vectorialmente como
m o bien como su descomposicion t’ + m'’. Igualdndolos se obtiene:

re, +ye, = t,e, +tye,+1'e, +ye, .

—

m v m’

Reemplazando (2.24) en esta tltima ecuacién se obtiene una expresién que
depende de los vectores unitarios e, y e,:

re, + ye, = tye, + tye, + a' cos(f)e, + ' sin(f)e, — y'sin(h)e, + y' cos(f)e,.

Igualando las componentes en la direccion x y las componentes en en la
direccién y de manera independiente se obtiene (2.8):

x = a'cos(f) —y'sin(0) +t,
y = a'sin(d) +y'cos(f) +t,



Capitulo 3

Modelacion (Geométrica de un
Sistema de Vision por
Computador

En este capitulo se describe como funciona un sistema de vision por
computador y se presenta un modelo geométrico para poder calcular la
funcion de transferencia del espacio 3D y la imagen 2D tomada de él.

3.1. Descripcién de un Sistema de Visién por
Computador

En esta seccion se describira cudales son los principales componentes de un
sistema de visiéon por computador. Tal como se aprecia en la Figura 3.1 estos
componentes son: el manipulador, la fuente de energia, el sensor, el conversor
analogo-digital y el computador.

3.1.1. El Manipulador

El manipulador es un aparato que mueve y ubica el objeto de estudio a una
posicion deseada sin ser tocado por el ser humano. Un manipulador posee
grados de libertad que indican los posibles movimientos que puede hacer para

41



42 D.Mery: Visién por Computador

mover el objeto. Los grados de libertad pueden ser de traslacién y/o rotacion.
Muchas veces el manipulador se acciona mediante joysticks, otras veces por
medio de una interfaz con un PLC o computador.

El manipulador consta de elementos deslizantes y de giro con los que se lleva
a cabo la traslacién y rotacion del objeto respectivamente.

Hay configuraciones en los que el manipulador no mueve al objeto sino a la(s)
cdmara(s), esto es muy ventajoso cuando se trata de analizar objetos muy
pesados, ya que mover la(s) cdmara(s) requiere de una mecanica mas sencilla
y economica.

3.1.2. Fuente de Energia

Dependiendo del tipo de analisis que se desea hacer del objeto de estudio
se debe escoger la energia necesaria para poder tomar una imagen de él.
Los tipos de energia utilizados son: luz (visible) para la fotografia, rayos X
y rayos v para la radiografia y también para tomografia, ultrasonido para
la ecografia, campos magnéticos para la magneto-resonancia, calor para la
termografia, etc.

Fuente de Energia

O bjeto .

l_

Camaran

Céamara 1l
Computador

Manipulador

Figura 3.1: Sistema de visién por computador.
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En la gran mayoria de casos se utilizan filtros para restringir el espectro de
frecuencias de la energia. En el caso de iluminacién es importante analizar si
se prefiere luz difusa o directa y también su color (espectro).

3.1.3. Sensor de Imagen

El sensor debe ser sensible a la energia utilizada. Si es luz por ejemplo
sera necesario utilizar algtiin tipo de elemento fotosensible que transforme
los fotones reflejados por el objeto de estudio a alguna senal eléctrica
(generalmente voltaje). Para el caso de los rayos X estos elementos son muy
poco sensibles a los fotones de este espectro por lo que se utiliza entre el
objeto y el sensor fotosensible un amplificador de imagen que transforma los
rayos X en luz visible!

El sensor debe ser bidimensional (o unidimensional en movimiento) para
poder captar las dos dimensiones de la imagen.

3.1.4. Conversor Analogo-Digital

El conversor A/D convierte la senal eléctrica a un cédigo binario que puede
ser interpretado por el computador para conformar una imagen digital del
objeto de estudio.

3.1.5. Computador

El computador se encarga de procesar la informacion entregada por el
conversor A/D. Las tareas tipicas de un computador utilizado en un
sistema de visiéon por computador son: i) mejoramiento de la imagen, ii)
segmentacién, i) clasificacién de patrones y v) anlisis espacial.

3.2. La Camara Pinhole

El modelo basico de la caAmara pinhole ya ha sido visto en la Seccién 2. Un
esquema de este modelo se presenta en la Figura 3.2. El modelo consiste en

!Existen elementos de estado sélido sensibles a los rayos X, sin embargo el uso del
amplificador de imagen resulta tres veces més econdmico.
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v

< f

Distancia focal

»
»

Eje éptico
C

Centro 6ptico
P M

z Punto 3D
Proyecciéon 2D

Figura 3.2: Modelo geométrico de camara pinhole.

un centro 6ptico C, en donde convergen todos los rayos de la proyeccién, y
un plano de imagen R en el cual la imagen es proyectada. El plano de imagen
esta ubicado a una distancia focal f del centro éptico y perpendicular al eje
optico Z.

Un punto 3D M es proyectado en el plano de imagen como m. El punto 2D
m se define como la interseccién de la recta (C, M) con el plano R, donde la
notacién (A, B) denota la linea recta que contiene los puntos A y B:

m=(C,M)NR (3.1)
Suponiendo que las coordenadas (inhomogéneas) de los puntos M y m son

(X,Y,Z)T v (x,9)7 respectivamente, se puede encontrar una relacién entre
ellas aplicando el teorema de Thales.

Zxr = fX
(2= 1 oo
o bien en coordenadas homogéneas:
x fX f 000 ;(
Zly|l=1fY|=10f 00 7 (3.3)
1 A 0 010 1
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AX AX
——— —————p ——— ————»
R A M ’ R
X ~ X -
| T " m/ v
= |
c oM Y c Yy
Y ’ Y
rayos X camara oscura

Figura 3.3: Modelo geométrico de proyeccion rayos X y camara oscura.

que puede ser escrita en forma matricial como
Am =PM (3.4)

siendo M = [X Y Z 1]T y m = [z y 1]T las coordenadas homogéneas de M y
m respectivamente, y P la matriz de 3 x 4 denominada matriz de proyeccion
perspectiva de la camara. El factor A es un factor de escala para mantener la
igualdad y es igual a Z. Se observa que la ecuacién no lineal de la proyeccion
en coordenadas inhomogéneas (3.2) se convierte en una ecuacién lineal en
coordenadas homogéneas, lo cual constituye una de las principales ventajas
del uso de las coordenadas homogéneas en la geometria proyectiva.

Modelos geométricos similares presentan la proyeccion de rayos X y la cdmara
oscura (ver Figura 3.3). En los rayos X la fuente de emisién es modelada
como un punto y coincide con el centro éptico C'. El objeto es ubicado entre
la fuente de rayos X y la placa fotografica (plano de imagen R). En este
caso, las ecuaciones que describen la proyeccién coinciden con las expresadas
anteriormente. Para la camara oscura, descrita en la Seccién 1.3 e ilustrada
en la Figura 1.14, el orificio de ingreso de luz corresponde al centro 6ptico
C ya que por él pasan todos los haces de luz que conforman la imagen en
el plano de imagen R. Sin embargo, debido a que el centro 6ptico se ubica
entre el objeto y el plano de imagen ocurre una inversion de la imagen, es
decir X/Z = —x/f y Y/Z = —y/f. En la matriz de proyeccién perspectiva
P entonces es necesario cambiar f por — f:
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=N

En el modelo de proyecciéon Am = PM se ha asumido que:

i) el origen del sistema de coordenadas del espacio 3D coincide con el
centro optico C',

i1) el eje 6ptico coincide con el eje Z de este sistema de coordenadas, y

i11) el origen del sistema de coordenadas del plano de la imagen coincide
con la interseccién de Z con R. Esta interseccion es conocida con el
punto principal ¢ de la imagen.

., Qué pasa si estos tres supuestos no se cumplen? Se considerara inicialmente
un nuevo sistema de coordenadas (X', Y”’, Z’) como se ilustra en la Figura 3.4.
Este nuevo sistema de coordenadas no cumple las dos primeras condiciones
anteriormente senaladas ya que su origen no coincide con el centro 6ptico y
su eje Z' no coincide con el eje éptico de la proyeccién. Generalmente, este

Figura 3.4: Modelo geométrico de proyeccion con rotacion de ejes.
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nuevo sistema de coordenadas esta referido al objeto de estudio. Este cambio
de coordenadas corresponde a una transformaciéon 3D Euclidea (ver Figura
2.8) ya que sélo estdn involucradas la rotacién y la traslacién del objeto (y
no la deformacién o cambio de escala), como ya se analizé en la Seccién 2.4.
Considerando en este caso que la rotacién de los ejes X', Y' y Z’ respecto
alos ejes X, Y,y Z estd definida por la matriz ortonormal 3 x 3 R’ y que
el origen del nuevo sistema de coordenadas (X', Y’ Z’) se representa por el
vector 3 x 1 t’ en el sistema de coordenadas (X,Y, Z) entonces se puede
escribir:

X X'
Y R t Y’
1 1
o bien
M = S'M, (3.7)

conM=[XY Z1", M'=[X"Y"Z'1]" y S’ la matriz 4 x 4 que incluye a
R’ y t’ tal como se muestra en (3.6)%. Utilizando (3.7) y (3.4) la proyeccién
de un punto M’ en la imagen queda definida por:

Am = PS'M'. (3.8)

En el plano de imagen, se considerara ahora un nuevo sistema de coordenadas
dado por los ejes u, y v, como se ilustra en la Figura 3.4, de tal manera que
la condicién que el origen del sistema de coordenadas del plano de imagen
no coincida con el punto principal de la proyeccién. Si entre los ejes x,y y los
ejes u,v sélo existe una traslacion y rotacion entonces entre estos dos sistemas
de coordenadas se da una transformacién 2D Euclidea definida en la Seccion
2.3.1. Es posible también que haya un cambio de escala entre ambos ejes
como ocurre en las caAmaras CCD, donde las unidades de los ejes estan dadas
en pixels y no en milimetros por ejemplo. En términos generales se puede
decir que entre ambos sistemas de coordenadas existe una transformaciéon
proyectiva 2D que puede ser expresada como:

w = Hm (3.9)

con w = [uv 1", m = [z y 1JT y H la matriz 3 x 3 que define la
transformacién proyectiva 2D — 2D tal como se explico en la Seccion 2.2.

2Se puede observar que la transformacién inversa estd definida en (2.20).
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Registrsos de
transporte vertical

I I I
Iy I 4
Arreglo CCD — — —
I — —l4
Sensores’___ | > i » i » i
fotosensibles
’ ‘ ‘ Prqcesa- Sefial
— > e miento de
Registros de lectura | | | video

horizontal

Figura 3.5: Construccién de un arreglo CCD.

La proyeccién de un punto 3D (X', Y’ Z’) (representado en coordenadas
homogéneas por el vector M') en un punto (u,v) en el plano de imagen
(representado en coordenadas homogéneas por el vector w) se puede expresar
usando las ecuaciones (3.9) y (3.8) de la siguiente manera:

Aw = HPS'M'. (3.10)

3.3. Camara CCD

La camara CCD (charge-coupled-device) es un sensor de imagen que utiliza
elementos semiconductores fotosensibles en forma de arreglos matriciales.
Los receptores activos de este arreglo son distribuidos en pixels individuales.
En un sensor CCD se transforma la energia de la luz incidente en energia
eléctrica. La carga eléctrica almacenada en la celda es posteriormente
transportada utilizando un registro de desplazamiento (shift register) para
conformar una senal de video. Cabe senalar que en las camaras CCD se
discretiza la imagen en pixels, sin embargo el valor de la carga eléctrica
almacenado en cada celda no se digitaliza en el arreglo CCD sino en una
conversion posterior realizada por un conversor andlogo—digital.

Las camaras CCD son consideradas como dispositivos que poseen una muy
baja deformacién geométrica de la imagen, una muy buena sensibilidad a la
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luz y una muy buena resolucién llegando tipicamente a los 400.000 pixels?.
El tiempo de captura de la imagen esta tipicamente en el rango de 1/60s y
1/10000s [4].

La formacion geométrica de la imagen se considera como una transformacién
de las coordenadas x,y en un nuevo sistema de coordenadas u,v tal como
se explicd a grandes rasgos en la seccién anterior (ver Figura 3.4). Para esta
transformacién es necesario considerar los siguientes cuatro aspectos:

Cambio de escala: Las coordenadas de una imagen estan comunmente
expresadas en otras unidades métricas que las empleadas para medir el
espacio 3D. Por lo general la imagen se expresa en pixels y el espacio
3D en milimetros. Por esta razén, en la transformacion de coordenadas
(x,y) — (u,v) que se menciond en la Seccién 3.2 es necesario considerar
un factor de escala. Adicionalmente es necesario tomar en cuenta que debido
a que los pixels no son cuadrados, sino rectangulares, el factor de escala es
distinto en cada eje de la imagen. Los factores de escala utilizados son o, y
a,, expresados en [pixel/mm].

Traslacion del origen: Se introducen las variables (ug, vy) para denotar el
punto principal de la imagen en el nuevo sistema de coordenadas, es decir
u = ug, v = vy corresponden al punto x =0, y = 0.

Rotacion de los ejes: Los ejes z,y y los ejes u,v no tienen la misma
orientacion. En la modelacién de la camara existen dos métodos: uno que
considera un angulo 6 de rotacion, y otro que asume que este angulo es cero
y que el ajuste debe hacerse en los ejes X, Y, Z del sistema de coordenadas
del espacio 3D. En este segundo método el eje Z sigue siendo el eje optico
de la proyeccién y los ejes x,y siguen siendo paralelos a los ejes X, Y, sin
embargo se hace coincidir, mediante una rotacion del eje Z, la orientacién de
los ejes x,y con los ejes u,v.

Factor de torcimiento: Muchas veces los ejes u,v no son ortogonales debido
a que los pixels en los arreglos CCD no son rectangulares. En este caso es
necesario introducirle al modelo de la cdmara un factor de torcimiento (skew
factor) s. En la gran mayorfa de cAmaras s es cero.

Resumiendo los cuatro aspectos y considerando que la orientacion de u,v y

3Hoy en dia existen cdmaras CCD para HDTV(High Definition Television) con
alrededor de 2.200.000 pixels.
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x,1y es la misma, la transformacién de coordenadas esta definida por:

u Qr S U T
v|i=10 a v v |, (3.11)
1 0 0 1 1
o bien
w = Km, (3.12)
conw = [uv 1", m=[zry1]"y K la matriz 3 x 3 escrita en (3.11). La

matriz K es conocida como la matriz de calibraciéon de la camara.

La proyeccion (X', Y', Z') — (u,v) (3D — 2D) puede ser escrito utilizando
(3.10):
Aw = KPS'M'. (3.13)

En esta ecuacién se sabe que la matriz K depende de 5 parametros: los dos
factores de escala o, y a, las coordenadas del punto principal (ug,vg) y el
factor de torcimiento s; la matriz de proyeccion perspectiva P depende de
la distancia focal f; y la matriz de la transformacion 3D Euclidea depende
de 6 parametros: 3 para la traslacién tridimensional (tx,ty,tz) y 3 para la
rotacion de los ejes: (wyx,wy,wz). Esto quiere decir que el modelo consta de
12 parametros, sin embargo al realizar la multiplicacién KP:

Qp S U f 0 00 far, fs wug 0O
KP=| 0 o, v 0O f00|=] 0 fa v O (3.14)
0 0 1 0 010 0 0 1 0

se observa que hay elementos que se resumen en la multiplicacién. A manera
de ejemplo, con este modelo sdlo es posible conocer el producto fa, y no fy
a, por separado. Por esta razén muchas veces el producto anterior se expresa

como:
Ug 1000

o 8
KP=| 0 o w||0 100 (3.15)
0O 0 1 0O 010

con a, = fag, ay = fa, y s’ = fs. Este nuevo modelo pude ser interpretado
como una proyeccion con longitud focal normalizada f = 1 y con factores de
escala y torcimiento referidos a esta normalizacién. De esta manera el modelo
de la camara queda definido por sélo 11 parametros, los que se descomponen
en 5 intrinsecos a la camara (af,, aj, uo,vo, ') y 6 extrinsecos a la cdmara

(tx,ty,tz,wx,wy,wz).
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Figura 3.6: Ejemplo de Distorsién: a) Radiografia de un objeto de calibracién,
b) Modelacién de la distorision

3.4. Distorsion del lente

La curvatura del lente utilizado en las camaras introduce una deformacion
en la imagen. Debido a esta distorsion las lineas que en el espacio 3D son
rectas ya no son vistas en la proyeccion como lineas rectas sino como lineas
curvas (ver Figura 1.9). Este efecto puede ser despreciable en el centro de la
imagen, sin embargo es considerable en los extremos de la imagen, donde la
normal de la superficie del lente no es paralela al eje 6ptico de la proyeccion.
Un ejemplo real es mostrado en la Figura 3.6.

En los casos en que la distorsion de la imagen es grande, el modelo lineal de
camara CCD que se introdujo en la Seccion 3.3 deberd ser modificado. En la
literatura existe una gran variedad de modelos que incluyen esta distorsion.
La idea general de estos modelos consiste en tener una imagen ideal con
coordenadas (z,y) y una real con coordenadas (2',y’). Légicamente, sélo la
imagen real es vista. De esta manera el modelo de proyeccion total, en el que
un punto M’ = [X" Y’ Z’ 1]T es proyectado en la imagen como w = [u v 1]T,
consta de cuatro partes:

i) Transformacién Euclidea 3D: Con esta transformacion las coorde-
nadas de un punto M’ en coordenadas relativas al objeto de estudio
son transformadas a las coordenadas del sistema de proyeccién como
un punto M. La transformacién, definida en (3.7), es: M = S'M".
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i1) Proyeccién en perspectiva: Con esta proyeccion se obtiene a partir
del punto M un punto (z,y) en el plano de la imagen. Esta proyeccién
estd definida en (3.4): Am = PM, con m = [z y 1]T. Esta imagen
proyectada es la que se denomina imagen ideal.

iii) Modelacién de distorsién: Con una funcién de distorsion se obtiene
la imagen real a partir de la imagen ideal. Es decir a partir de un punto
(z,y) de la imagen ideal se obtiene un punto (z’,y’) de la imagen real.
La funcién de distorsion se expresa como:

a =+ 6.(2,y) : y' =y +dy(z,y) (3.16)

iv) Proyeccién en la camara: La formacién de la imagen en la cdmara
CCD se hace mediante la matriz K tal como se explicé en la Seccion
3.3. Utilizando (3.11) para las nuevas coordenadas se obtiene:

/

u ap S U T
v|=10 a v v, (3.17)
1 0 0 1 1

A continuacién se explicara brevemente como se puede modelar la funcién
de distorsion. Generalmente la distorsién es modelada como una componente
radial 0, y otra tangencial 04 [50]. Estas componentes son ilustradas en la
Figura 3.7 en la que se observa un punto de distorsién nula (zg, yo), en donde
r=21a,yy=1y, esdecir §,(zo,y0) = dy(x0, yo) = 0. Cominmente este punto
es el punto principal de la imagen, sin embargo esta condicién no siempre se
cumple porque el lente puede encontrarse un poco desplazado del eje 6ptico
de la proyeccién. Descomponiendo (z,y) en coordenadas polares (r,¢) con
centro en (xg,¥yo) se puede escribir la distorsiéon como la suma de ambas
componentes:

<I7 y) = 0 (T) COS(¢) - T(qu(gb) Sln(gb)
o,(z,y) = 0.(r)sin(¢) + rdy(¢) cos(d) (3.18)

La componente de distorsién radial asume que un punto ideal (z,y) se
proyecta en la imagen real sobre la linea radial que contiene los puntos (g, 3o)
y (z,y). Anédlogamente, la distorsién tangencial asume que existe un cambio
de dngulo 04 (y no de radio). El efecto es ilustrado en la Figura 3.7. Asi como
la distorisén radial depende sélo del radio, la distorsion tangencial depende
solo del angulo. Las distorsiones pueden modelarse como polinomios de orden
mayor que uno.
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Figura 3.7: Modelaciéon de distorsion de lente en componente radial y
tangencial.

3.5. Modelacién de un manipulador

La modelacién de un manipulador consiste en encontrar las matrices
proyectivas Euclideas 3D que hacen la transformaciéon de coordenadas de
un sistema de coordenadas relativas al objeto de estudio al sistema de
coordenadas del espacio 3D en el que tiene lugar la proyeccion perspectiva.
En el modelo deben incluirse los grados de libertad que posee el manipulador.
Comunmente por cada centro de rotaciéon se establece un sistema de
coordenadas. Un ejemplo puede encontrase en el Ejercicio 2.8.

En la modelaciéon debe incluirse factores de cambio de escala, ya que por lo
general las unidades en las que trabaja un manipulador son ‘incrementos’
y éstos deben convertirse a milimetros o radianes. La conversién de escala
se modela en forma lineal. A manera de ejemplo, si la rotacion de un eje
es proporcionada por una variable de salida del manipulador denominada
R, y ésta corresponde al angulo de rotacién wyx de nuestra transformacién
Euclidea, deben encontrase los pardametros Krg v Kg; que establezcan la
relacion wy = Kpgro + Kr1 R, de esta manera Kpg; realiza la conversién de
escala (‘incrementos’ — milimetros) y Kpro denota el angulo de rotacién en
radianes que corresponde a R = 0.
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3.6. Calibracion de un sistema de visién por
computador

La calibracion es el método mediante el cual se estiman los parametros in-
trinsecos y extrinsecos de la camara, asi como los parametros del manipu-
lador. También es posible estimar los parametros del modelo de distorsién
del lente de la camara.

Existen dos métodos comuinmente usados para la calibracién: auto-calibracion
(self-clibration) y calibracién fotogramétrica.

En la auto-calibracién se toman varias imagenes de una misma escena y
mediante la correspondencia entre puntos de distintas imégenes se puede
encontrar los mejores parametros del modelo que puedan otorgar esta
correspondencia. La reconstrucciéon 3D realizada con el modelo encontrado
esta afectada sin embargo por un factor de escala ya que en este método no
se puede saber cudl es el tamano real de los objetos captados por las camaras.
Un objeto pequeno cerca del centro 6ptico puede tener la misma imagen que
el mismo objeto agrandado mas cerca del plano de imagen.

Si lo que se busca es una reconstruccion 3D precisa, como es el caso de muchas
de las aplicaciones de la robodtica, es recomendable utilizar la calibracién
fotogramétrica. Esta calibracién utiliza un objeto 3D de referencia cuya
geometria es conocida a la perfeccion. N puntos de interés son escogidos del
objeto de referencia, obteniendo asf las coordenadas M, = [ X! Y/ Z! 1]T, para
1 =,1,...N. El objeto es a continuacién captado por la camara y sus puntos de
interés son vistos como puntos 2D con coordenadas w; = [u; v; 1]T. Teniendo
un modelo de la proyeccién es posible obtener una estimacion teérica de los
puntos 3D. De esta manera se calculan los puntos:

W; = £(M)) (3.19)

donde f es la funcién de proyeccion que involucra los parametros de la
camara, del lente y del manipulador segiin sea el caso. Formalmente f es una
funcion no lineal que depende de un vector de parametros ® que agrupa los
parametros del modelo. Para el caso de una proyeccion sin distorsion se puede
usar (3.13) como funcién de proyeccién f, en este caso los once pardmetros

— / / nT
del modelo se agrupan como © = [tx ty tz wx wy wyz Q, Up Vo CR

El problema de calibracién se transforma en un problema de optimizacién
mediante el cual una funcién objetivo que mide el error entre la proyeccién
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estimada w; y la proyeccién medida w; debe ser minimizada. De esta manera,
se debe encontrar los parametros de la funcién de proyeccion f de tal manera
que se minimice la siguiente funcién objetivo:

1 N
J(©) = 3" | W~ w, || min (3.20)
=1

3.7. Ejercicios

Ejercicio 3.1 En la Figura 3.8 se presenta el sistema péndulo invertido, el
cual consiste en un carrito que se desplaza en la direccion Z' y que sostiene
una barra de longitud b la cual se debe mantener en equilibrio. La barra
se encuentra a un dngulo 0 del eje Z'. El control del péndulo invertido
pretende mover el carrito de tal manera que 0 = w/2. El eje de rotacion
de la barra se encuentra a una distancia a del origen de un sistema de
coordenadas (X', Y', Z"). En este sistema de coordenadas, la barra de longitud
b se encuentra en el plano (X', Z"). Para estudiar el dngulo de la barra se
cuenta con una cdmara cuyo centro optico C se encuentra en las coordenadas
(X' = X,Y' =Y,,72" = Z). En este centro dptico se define un nuevo
sistema de coordenadas (X,Y, Z) el cual presenta una rotacion del eje X de
7/2+ ¢. En Z = f se encuentra el plano de imagen R de la camara en el

Figura 3.8: Péndulo invertido (ver Ejercicio 3.1).
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cual se define un sistema de coordenadas bidimensional (z,y), donde el eje
x y el eje y son paralelos al eje X y al eje Y respectivamente. El origen de
este sistema de coordenadas (x = 0,y = 0) es la interseccion del eje Z con
el plano R. Encuentre las coordenadas (x,y) del punto m definido como la
imagen del punto M (ubicado al extremo de la barra) en el plano R.

Solucién: La solucién a este problema se obtiene en tres etapas: i) cdlculo
de las coordenadas de M en el sistema de coordenadas (X',Y’, Z"); ii)
transformacion Euclidea 3D (X" Y', Z") — (X,Y,Z); y i) proyeccion del
punto (X, Y, Z) en el plano R.

i) Las coordenadas de M en el sistema de coordenadas (X', Y’ Z') son:
X' =bsin0, Y =0y Z'=a+ bcosb.

ii) El punto M en el sistema de coordenadas (X,Y,Z) se puede calcular
utilizando el esquema de la Figura 2.8. En este caso el vector de traslacion
est = [X] Y] Z)]" y los d4ngulos de rotacién son wy = —¢ — /2, wy =0y

vY

Figura 3.9: Rotacién del eje X’ en el péndulo invertido (ver Ejercicio 3.1).
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wyz = 0. El signo menos en wy se debe a que el angulo se mide del eje Y al
eje Y’ como se aprecia en la Figura 2.9 (comparar con Figura 3.9). La matriz
de rotacion R corresponde entonces a Ry proporcionada por la Tabla 2.3.
Segun (2.20) la transformacién entre (X' Y Z") vy (X,Y, Z) queda:

X/ 10 0 X)X
Y| |0 cos(wyx) —sin(wy) Yy Y
Z'| |0 sin(wx) cos(wx) Z Z
1 0 0 0 1 1
o bien

X' X

Y| [Rx t]|V

Z'l | 0 1 A

1 1

Sin embargo lo que interesa en este ejercicio es la transformacion inversa
(XY, 7)) — (X,Y, Z), la que se obtiene de (2.21):

X X'
v | _[RE -Rit ]|V
Z 0o 1 7!
1 1

o bien en términos matriciales M = S'M’, donde M = [X Y Z 1|7 y
M’ = [X' Y’ Z' 1]T y S’ la matriz 4 x 4 definida en la ecuacién anterior.

ii1) La proyeccién de M en el plano R corresponde a la camara pinhole
mostrada en la Figura 3.2. Esta proyeccién se expresa matematicamente en
(3.4), es decir, \m = PM con m = [z y 1]T, y P la matriz de proyeccién
perspectiva de la camara:

f 000

P=|0 f 0O

0 010

Finalmente se obtiene:
bsin 6
* 0
o /
A ?{ =P8 a+ bcosb

1
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Ejercicio 3.2 En un sistema optico no lineal ocurre una distorsion como la
que se muestra en la Figura 3.10. La relacion entre puntos ideales (x,y) y
reales (2',y') se muestra en la Tabla 3.1. a) ;Existe distorsion tangencial?
Justifique su respuesta. b) Proponga las funciones de distorsion 6,(x,y) y
dy(x,y) tal que cumplan:

o =2+ 0,(z,y) : Y =y+5,(z,y)
4 y 6
ST ° P
@ hd @/
\I . Il
\ . |’
(1 2 '3
| .
o ® o p X
. N J
[ . T | .
! o ideal
) . \
! / |
Q@ Q@@ _______— rea
o 8 09
7

Figura 3.10: Distorsién no lineal (ver Ejercicio 3.2).

Ty x! y/
-1 0 -1 0
0 0 0 0
1 0 1 0
-1 1)-1.2 1.2

1 0 1

1 1] 1.2 1.2
-1 -1 (-1.2 -1.2
0 -1 0 -1
1 -1} 1.2 -1.2

© 00 O Tl W N .
o

Tabla 3.1: Distorsién no lineal (ver Figura 3.10).



3. Modelacién Geométrica de Sistema de Visién por Computador 59

Solucidén: En los puntos presentados en la Figura 3.10 se observa que sélo
hay distorsién radial (y no tangencial) ya que los puntos reales se obtienen
desplazando los puntos ideales a lo largo de su radio.

La distorsiéon puede ser modelada de muchas maneras. Una de ellas se
presenta a continuacion en la que se asume solamente una distorsion radial

4, (r). Utilizando (3.18) con d4(¢) = 0 se obtiene

0z (z
Oy (z

Yy

7y> - 6T(T) COS(Cb) (321)
y) =

donde 7, ¢ son las coordenadas polares de (x,y), es decir r = 2?2 +y? y
¢ =angle(x,y). En la Tabla 3.1 se observa que no hay distorsién (6,(r) = 0)
para 7 = 0 (punto 2) y para r = 1 (puntos 1,3,5 y 8). La distorsién
se presenta en los puntos 4, 6, 7 y 9, donde r = /2, en este caso 0,(7)
debe ser la distancia entre estos puntos ideales y sus respectivos puntos
reales, es decir (1,2 — 1)v/2 = 0,2v/2. La funcién 6,(r) puede tener la
forma §,(r) = kr(r — 1), asi se asegura que 0,(r) sea cero para r = 0y
para r = 1. El factor k se obtiene evaluando 4,(r) en r = /2, en este
caso queda d,(v2) = kv2(v/2 — 1) = 0,2¢/2. Despejando k se obtiene
k=02/(v2— 1) =0,4828. La distorsién radial es entonces:

dq(r) = 0,4828r(r — 1)

Sustituyendo esta funcién en (3.21) y considerando que cos(¢) = z/r y
sin(¢) = y/r, se obtiene

Oz

( 0,4828z (/2% + % — 1)
Jy(

) = x
) = 04828y(VaZ i —1)

T,y
Y
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Capitulo 4
Vision Estéreo

El término estéreo en vision se utiliza cuando existe mas de una vista de
una escena. Estéreo, del griego o7epeo, significa sélido, que en este caso se
relaciona con la idea de tridimensionalidad. A través de varias imégenes de
una escena, tomadas desde distintos puntos de vista, se puede tener la idea
de las caracteristicas tridimensionales de la escena en estudio.

En este capitulo se estudiaran las relaciones algebraicas y geométricas
que existen cuando se ha tomado méas de una vista de una escena. Se
pondra énfasis en el analisis de dos y tres vistas, geometria bifocal y trifocal
respectivamente. Sin embargo, al final del capitulo se expondra sélo a manera
de introduccion la geometria quadrifocal y de N vistas.

4.1. Analisis Bifocal

En el andlisis bifocal se tiene un sistema de visiéon con dos camaras, o bien
una sola camara que toma dos iméagenes del objeto de estudio en dos tiempos
distintos, suponiendo que en ese tiempo la camara o el objeto se han movido.
Para efectos de simplificacion de la exposicion del problema se estudiara la
configuracion de dos camaras que toman al mismo tiempo una imagen del
objeto de estudio. Sin embargo, con la teoria expuesta en este capitulo se
puede deducir la solucién al problema de dos vistas distintas con una sola
camara.

La geometria de dos vistas es conocida como la Geometria Epipolar. El

61



62 D.Mery: Visién Artificial

término epipolar viene del griego epi (éme) que significa sobre, encima, y
polos (mdoros) cuyo significado es punto de atraccién o uno de los dos puntos
de una esfera que son intersectados por su eje de rotacion. La Geometria
Epipolar lleva este nombre porque, como se vera méas adelante, a cada una
de las dos iméagenes se le asocia un epipolo.

La geometria de dos vistas es presentada en la Figura 4.1. Un punto 3D
M es visto en las dos imégenes como m; y my (ver Figura 4.1a). Como se
estudié en el capitulo anterior, la imagen es definida como la proyeccion del
espacio 3D en un plano de imagen 2D por medio de un centro éptico. Los
centros Opticos en este caso son C; y Cy. A partir de m; solamente no se
puede saber exactamente la ubicacién exacta de M, ya que en el proceso
de proyeccién se ha perdido la informacion de profundidad. Sin embargo, se

Figura 4.1: Geometria epipolar.
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puede afirmar que M debe estar en el rayo que nace en el centro éptico C}
para forma my, es decir, M pertenece a la recta (my,C). Esta situacién es
mostrada en la Figura 4.1b, donde varios puntos (M incluido) pertenecientes
a la recta (my,C}) pueden ser los que forman el punto m; en la primera
imagen. Si a partir de my se desea conocer la ubicacion de ms es necesario
entonces proyectar en la imagen 2 los posibles puntos que pueden formar m;y
(ver Figura 4.1c). Se observa que my es uno de estos puntos proyectados,
sin embargo a partir de m; solamente no se puede saber la ubicacion exacta
de mg, sélo se puede afirmar que mso pertenece a la proyeccion de la recta
(mq,C}) realizada por el segundo centro 6ptico Cy en la imagen 2. La
proyeccion de esta recta, se denomina linea epipolar y se puede apreciar en
la Figura 4.1d.

La restriccion epipolar senala que para que m y mso sean puntos correspondi-
entes, el punto moy debe estar en la linea epipolar de m;. Esto no quiere decir
que todos los puntos en la linea epipolar de m; son correspondientes a my, ya
que como bien se puede observar de la Figura 4.1 s6lo un punto en la imagen
2 es correspondiente a mq, y en este caso es la proyeccion de M en la segunda
imagen. La restricciéon epipolar es entonces una condicion necesaria, mas no
suficiente. A pesar de que no sea una condicién suficiente, es de gran utilidad
saber que el punto correspondiente a m; en la segunda imagen estd sobre
una linea y no esta ubicado en cualquier parte de la imagen. Esto representa
una reduccién considerable en la dimensionalidad del problema de busqueda
de puntos correspondientes, ya que en vez de buscar en toda la imagen 2 (de
dos dimensiones) se busca sélo a lo largo de una linea (una dimensién). A
manera de ejemplo, si la segunda imagen tiene N x N pixels, la bisqueda de
correspondencia se realiza sélo en N pixels de la imagen y no en N? pixels.

Una segunda representacion de la Geometria Epipolar se aprecia en la Figura
4.2, en la que los planos de imagen estan entre los centros épticos y el punto
3D M. Al igual que en la representacion anterior, las proyecciones de M
son m; y mo en la primera y segunda imagen respectivamente. En esta
configuracion se observa también el mismo fenémeno: a partir de m; no
se sabe exactamente dénde esta ubicado el punto 3D M, sélo se sabe que
se encuentra en algin punto de la recta que pasa por los puntos m; y Cf.
Los posibles puntos correspondientes a ms en la segunda imagen se obtienen
entonces mediante la proyeccién de esta recta por el centro 6ptico Cy en la
segunda imagen. Esta recta en la imagen 2 es la linea epipolar [5.

De manera andaloga, si se desea buscar los posibles puntos correspondientes
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plano epipolar TU

linea epipolar 1 linea epipolar I,

epipolos

imagen 1 —» ‘4— imagen 2

Figura 4.2: Lineas epipolares y epipolos.

a msy en la primera imagen se obtiene una recta epipolar [y definida como la
proyeccion realizada por C; de la recta que contiene los puntos Cy y msy en
el plano de la primera imagen.

A continuacion se define el plano epipolar w, como el plano que contiene los
puntos C7, Cy y M. Se observa que el plano epipolar contiene también los
puntos m; y ms, y sus lineas epipolares l; y [, las que se pueden definir
entonces como las intersecciones del plano epipolar con los planos de imagen,

es decir:
ll = WﬂRl

lg = 7N R2 (41)
Si se desea estudiar la Geometria Epipolar de un nuevo punto 3D M’ (que
no este en el plano ), se observa que en este sistema bifocal, en el que la
ubicacién de los planos de imagen (R; y Ry) y los centros épticos (Ch y Cs)
no ha cambiado, existe un nuevo plano epipolar «’, como se muestra en la
Figura 4.3. De acuerdo a la definicién dada, 7" contiene los puntos Cy, Cs v
M’. Para este nuevo punto M’, existen las proyecciones m) y mj, definidas
como las proyecciones de M’ en las imdgenes 1 y 2 respectivamente, y también
existen sus lineas epipolares [} y [}, definidas como las intersecciones del plano
epipolar 7’ con los planos de imagen R; y Ry. Se observa que los planos 7



4. Visién Estéreo 65

Ml

epipolos

imagen 1 —» 4— imagen 2

Figura 4.3: Planos epipolares.

y @ contienen no sélo los puntos C; y Cy, sino que todos los puntos que
estan en la recta (Cy, Cy), conocida como la linea base. De esta afirmacion se
puede deducir una propiedad muy importante de las lineas epipolares. Como
las lineas epipolares se definen como la interseccién de los planos epipolares
con los planos de imagen, se obtiene entonces que todas las lineas epipolares
en una imagen poseen un punto en comun, conocido como el epipolo, definido
como la interseccion de la linea base con su plano de imagen:

€ = <01,02>0R1

4.2
€y = <01,CQ>QR2 ( )

Ya que los epipolos son comunes a las lineas epipolares se deduce entonces
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que

llﬂl’l = €
lgﬂllz = €9

4.1.1. Analisis geométrico de dos vistas

En el Capitulo 3 se logré establecer una transformacién proyectiva de un
punto 3D M a un punto 2D m. Este punto m se definié como la proyeccion
M en el plano de imagen. Dependiendo del sistema de coordenadas en que
estdn representados M y m se obtiene una ecuaciéon como la presentada
en (3.13). En términos generales, se puede afirmar que si la representacién
homogénea de M es M = [X YV Z 1]T y de m es m = [z y 1]T se puede
escribir

Am = AM (4.3)

donde A, denominada la matriz de proyeccion general, es en una matriz de
3 X 4 elementos, encargada de convertir el punto 3D M en la proyeccion 2D

mt.

Para dos vistas se tiene entonces el punto 3D M que es visto como m; y ms
en la imagen 1y 2 respectivamente. Como para cada imagen hay una matriz
de proyeccién se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

(4.4)

)\11111 = AM
)\2m2 = BM

donde A y B son las matrices de proyeccion de las imégenes 1 y 2
respectivamente, y m; y msy son las representaciones homogéneas de m;
y msy. Las coordenadas de M en ambas ecuaciones estan refeidas al mismo
sistema de coordenadas.

A continuacion se buscara una expresiéon matematica para lo, la linea epipolar
de my en la segunda imagen a partir de m;, A y B. Como se mencioné en la
introduccién anterior, la linea epipolar Iy es la proyeccién del rayo (Cy,m;)
en la segunda imagen. Este rayo queda definido por dos puntos en el espacio
3D. El primero de ellos es 'y cuyas representacién homogénea utilizando las
coordenadas en el sistema de coordenadas en que esta dado el punto 3D seria

'Es necesario observar que en (3.13) la matriz A equivale a KPS’, sin embargo, los
puntos 3D y 2D han sido representados como M’ y w respectivamente.
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C;. Otro punto que estd presente en el rayo (C1,m) es M sin embargo sus
coordenadas son desconocidas. Las coordenadas de m; estan dadas en un
plano, no en el espacio 3D, sin embargo se puede calcular a partir de m; un
punto M™ que estd en el rayo:

M+ = A+m1 (45)

donde A* es la pseudo-inversa de A. La pseudo-inversa de A es una matriz
que cumple con la siguiente propiedad:

AAT =1 (4.6)

donde I es una matriz identidad de 3 x 3 elementos. Debido a que A es de
3 X 4 elementos la matriz A" tiene que ser de 4 x 3. Una expresién para la
pseudo-inversa de A es:

AT =AT[ATA] (4.7)

Es ficil comprobar que se cumple AAT = I. Para demostrar que el punto
M definido en (4.5) pertenece al rayo (C1,mq) es necesario verificar si su
proyeccion en la imagen 1 coincide con my. Utilizando la primera ecuacion
de (4.4), la proyeccién de este punto seria:

_A].\/_[Jr = AAerl = Im1 =11y (48)

que como se observa coincide con la representacion homogénea de my. De esta
manera se conocen dos puntos que pertenecen al rayo (Cy,mq): C; y MT.
Por definicién, la proyeccion de C en la segunda imagen es es, el epipolo
de la imagen 2. La proyeccion de estos puntos en la segunda imagen serian
entonces ey (proyeccién de Cy) y m3 (proyeccién de M +). Una representacién
homogénea de estos puntos se obtienen a partir de la segunda ecuacién de

(4.4):

{eﬂ = BG (4.9)

m; = BMT

Si la recta epipolar I contiene estos dos puntos, se puede decir entonces que
su representacién homogénea queda definida como:

12 = €9 X m;r = BCl X BM+ = BCl X BA+m1 (410)

A continuacién se utilizara el concepto de matriz antisimétrica para encontrar
una expresion mas simple para l,. Dados dos vectores u y v de tres elementos
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cada uno, definiendo el vector w como el producto cruz u x v, se puede
encontrar una matriz [u]x, de 3 x 3 elementos, denominada la matriz
antisimétrica de u tal que:

wW=uxv=[ulyv (4.11)

Es facil comprobar que si u = [u; uy us]" la matriz antisimétrica de u es:

0 —Uus U9
uly =1 ug 0 —uy (4.12)
—U9 (51 0

Utilizando la matriz antisimétrica de BC; se obtiene una nueva expresion
para ly:
12 = [BCl]XBA+m1 (413)

Definiendo la matriz F de 3 x 3 elementos como:
F = [BC,],BA™" (4.14)
se puede expresar la linea epipolar como
l, = Fmy (4.15)
Si my pertenece a esta recta entonces mdly = 0, o bien
m, Fm; = 0 (4.16)

La matriz F es conocida como la Matriz Fundamental y es de gran
importancia para el andlisis de dos vistas, ya que F es constante para una
geometria bifocal dada, no depende de mq, my ni M. La ecuacién (4.16) es
conocida como la restriccion epipolar y senala que para que dos puntos my
y mg sean correspondientes, deben satisfacer (4.16).

Cabe mencionar que muchas veces las coordenadas de C'; no se conocen, sin
embargo a partir de la matriz de proyeccion A es posible encontrar C;. Se
sabe que la proyeccion de C; en la imagen 1 no estd definida, y que este
es el unico punto del espacio que no puede ser proyectado en el plano de
imagen 1. Por lo tanto se puede senalar que el centro éptico debe satisfacer
la siguiente ecuacién AC; = [0 0 0]T, ya que el punto [0 0 0]7 al tener su
tercera componente igual a cero no esta definido en el plano de imagen.
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4.1.2. Propiedades de la Matriz Fundamental

La Matriz Fundamental F tiene las siguientes propiedades

i) Las representaciones homogéneas de las lineas epipolares [; y [y se
definen como:

12 = le

L, = F'm, (4.17)
i1) La restriccion epipolar es

m)Fm; =0 (4.18)

ii1) La matriz F es homogénea, ya que kF para k # 0 también puede ser
utilizada en los calculos anteriores.

iv) El determinate de F es cero, ya que
[F| = |[e2]xBAT| = [[es] | [BAT| =0 (4.19)

La tultima igualdad se obtiene debido a que el determinante de una
matriz antisimétrica es cero, como se puede deducir de (4.12).

v) Como el determinante de F es cero, y F es homogénea se dice que F
tiene sélo siete grados de libertad, esto quiere decir que sélo siete (de
los nueve) elementos de F son linealmente independientes, los otros dos
pueden ser calculados como funcién de los otros siete.

vi) La matriz F es constante para una geometria bifocal dada, no depende
de my, mo ni M, sélo depende de sus matrices de proyeccion A y B.

vii) Los epipolos y la matriz Fundamental estédn relaciones de la siguiente
manera:

Fe, =0 y F'e, =0, (4.20)

siendo 0 = [0 0 0]T. Estas ecuaciones sirven para calcular los epipolos,
ya que se puede asumir que como e; y ey son representaciones
homogéneas, su tercera componente es uno. La relacion anterior se
puede deducir a partir de la condicién epipolar: si se tiene un punto m;y
cualquiera en la imagen 1, se sabe que su linea epipolar en la imagen
2 pasa por el epipolo ey, esto quiere decir que se cumple e] Fm; = 0.
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Como esta condiciéon se cumple siempre para cualquier m; entonces

se puede afirmar que eJF = [0 0 0], o bien FTe, = 0. El mismo
razonamiento se puede hacer para el epipolo e, con lo que se obtiene
F91 = 0.

4.1.3. Analisis algebraico de dos vistas

El problema de correspondencia en dos vistas se puede resolver algebraica-
mente utilizando los tensores bifocales [20, 25]. A continuacién se presenta
detalladamente el analisis algebraico de dos vistas.

Las proyecciones de un punto 3D M en dos planos de imagen, imagen 1
e imagen 2, my y msy respectivamente, tal como se aprecia en la Figura
4.1, se pueden calcular por medio de la ecuacién general de proyeccién
(4.3) utilizando la matriz de proyecciéon A para la imagen 1 y la matriz
de proyeccién B para la segunda:

)\1m1 = AM
{)\ng _ BM (4.21)
o bien haciendo una transformacion de coordenadas para M
Am; = [[|OM = AM
- 4.22
{)\21’1’12 = BM ( )
donde B
M = H'M
A = AH'=[]0]. (4.23)
B = BH!

La matriz H, de 4 x 4 elementos, es una matriz regular cuyas tres primeras
filas corresponden a la matriz A [19]. Suponiendo que la cuarta fila de H es
h se obtiene:

1000
i | Algor_[AHT]_ |0 100
| h Tl mHT | T 0010
0001

La tltima igualdad se obtiene sabiendo que H es regular, entonces HH™!
es una matriz identidad de 4 x 4. Como AH™! corresponde a las primeras
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tres filas de este resultado se dice que AH™! = [I | 0], donde I es una matriz
identidad de 3 x 3y 0 =1[0 0 0]".

Mediante la matriz H se hace una transformacion del sistema de coordenadas
en el cual se habia representado el punto M. Se trata de una transformacion
proyectiva 3D no Euclidea. En este nuevo sistema de coordenadas, las
coordenadas de M ahora son representadas homogéneamente como M. De
esta manera se obtiene una matriz de proyeccion normalizada para la primera
imagen del tipo A = [I| 0].

Reformulando (4.22) se puede escribir el sistema de ecuaciones:

a, ;1 0 0
a 0 -
ai yf 0 M 8
1}1 0 2 :il =10l (4.24)
E)2 0 Y2 %,2_/ 0
' b; 0 1] 7 L 0
G

donde a; y b; corresponden a la fila i de la matriz A y B respectivamente,
para i =1,2,3.

Bajo la hipdtesis de que my y ms son puntos correspondientes, es decir que
ambos son proyecciones de un mismo punto 3D, existe entonces un punto
M tnico. En este caso el sistema de ecuaciones (4.24) tiene una solucién
no trivial para v. Por lo tanto se puede afirmar que bajo esta hipdtesis de
correspondencia v # 0. Se observa que la matriz G es de 6 x 6 elementos,
por lo tanto una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
solucion no trivial de v es que el rango de G sea 5, o bien, que el determinate
de G sea igual a cero. Es decir

G| = 0. (4.25)

El determinante de G se puede obtener por medio de la formula de Laplace
[3], en la que |G| se expande como una sumatoria de los elementos de G
de una fila o columna multiplicados por sus respectivos cofactores, lo cual
resulta muy conveniente en matrices que tienen muchos elementos iguales
a cero. Expandiendo |G| a través de la quinta columna en la que estan los
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elementos x1, y; y 1 (no hay que olvidar que los vectores fila a; y b; tienen
cuatro elementos) se obtiene:

a, 0 a; 0 a; 0
az 0 a; 0 a 0
|G| =2 E)1 To | — W E)l To |+ ]:31 T2 | = 0.
by s by s by ys
b; 1 by 1 by 1

A continuacion se emplea nuevamente la formula de Laplace para expandir
cada uno de los tres determinantes de 5 x 5 elementos presentes en la ecuacion
anterior. En este caso se emplea la columna en la que estan o, yo v 1,
obteniéndose asi:

2b) 28] 28]
as as a
’G’ = X129 l32 — Y12 ]32 + 29 l}g +
bs bs bs
a a; a a a; a;
as as a as as a
Tz f + Y1y2 B | 2| B, + 2 B | Y B, + b |~ 0.
bs bs bs b, b, b,

Esta ecuaciéon puede ser escrita de la siguiente manera:

Fi Fio Fig x

Gl=[r292 1] | For Fao Fos | | 1 | = mgFmy =0, (4.26)
F31 F3y Fs3 1
F
donde _
Fy=(-1)" |~ EJ para i, j = 1,2, 3. (4.27)

Los términos ~ a; y ~ b; significan respectivamente las matrices A sin la
fila 7 y la matriz B sin la fila i.

La matriz F, de 3 x 3 elementos, es la conocida Matriz Fundamental de la
Geometria Epipolar. Los elementos F}; se denominan los Tensores Bifocales
[20].
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La ecuacién (4.26) se puede escribir de manera tensorial utilizando la
convencién de Einstein para la suma tensorial?:

G| = mimiFy =0, (4.28)
donde [m} m? m3] = [x1 y1 1] = m] y [m} m3 m3] = [zo y2 1] = m].

Para la forma canodnica de la matriz de proyeccién de la primera imagen,

A = [I'] 0], los tensores bifocales calculados a partir de (4.27) son:
Fij = Bi@l,jgi@2,4 - Bi®2,j5i€9l,4y (4.29)
donde

. 1+k si i+k<3
"] i+ k—3 en caso contrario

La ecuacién (4.26), o bien la ecuacién (4.28), expresan mateméaticamente la
ya mencionada restriccion epipolar: para que my y msy sean correspondientes,
mgy debe estar en la linea epipolar de m; en la segunda imagen. Se observa
que la linea epipolar [ estd dada entonces por:

mgl = 111'2 + lgyg + l3 =0 (430)
donde [ = [I; I5 I3]T = Fmy, o bien en la forma tensorial:

Es de suma importancia hacer notar que la Matriz Fundamental F es
independiente de las coordenadas de my, my y M. La Matriz Fundamental es
definida como una funcién de las matrices de proyeccién A y B, esto quiere
decir que F es una funcion de la ubicacién de los planos de proyeccion y de
los centros 6pticos de ambas imagenes.

4.1.4. Restriccién bifocal practica

En la practica debido a errores en la mediciéon y calibracién, dos puntos
correspondientes m, y ms satisfacen la condicion epipolar con una proba-
bilidad muy baja, ya que ms no esta exactamente sobre la linea epipolar [,

2La convencién de Einstein para la suma de tensores indica que dos tensores que tienen
el mismo indice deben desglosarse, multiplicindose y sumandose de la siguiente manera
a'B; = a1 + ... + a, B, siendo n el nimero de elementos de cada tensor.
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sino que esta muy cerca. Por esta razon es necesario utilizar otro criterio de
correspondencia. En la practica se dice que m; y ms pueden ser puntos cor-
respondientes si la distancia minima de ms a [ es menor que una distancia dy.
Esta distancia se calcula a partir de una linea perpendicular a [ que pase por
my (ver Ejercicio 4.2). De esta manera, se obtiene que la restriccién epipolar
prdctica se expresa como [31]:

_ |myFmy|

4.2. Analisis Trifocal

d do. (4.32)

En el caso de tener tres vistas de una misma escena, se estudiara si los puntos
de proyeccién mq, mo v ms en las imagenes 1, 2 y 3 respectivamente, son
puntos correspondientes, es decir si los tres puntos son proyecciones de un
mismo punto 3D M. Basandose en la geometria epipolar, se puede afirmar
que si se calcula la linea epipolar de m; y la linea epipolar de msy en la
tercera imagen, mg debe estar en la interseccion de ambas lineas, ya que
si my y mg son correspondientes ms debe estar en la linea epipolar de m;y
en la tercera imagen y Como la misma deduccién se puede hacer para mo,

—Lineas epipolares

—— Interseccién

>

™~

/,
,77698/7 5

2
A a0 et

Figura 4.4: Geometria Epipolar para tres vistas.
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entonces mg debe pertenecer a ambas lineas epipolares, es decir mg es el
punto de interseccion de las lineas, tal como se ilustra en la Figura 4.4.

La Geometria Epipolar en tres imagenes senala entonces que mq, mo y ms
son puntos correspondientes si mg coincide con el punto de interseccion de las
lineas epipolares de m; y my en la tercera imagen [12]. Esta es una condicién
necesaria y suficiente.

Sin embargo, el punto de interseccion no estda definido si ambas lineas
epipolares son iguales. Lamentablemente esta situacion no es poco comun.
Ambas lineas son iguales cuando los planos epipolares I3 y Ils3, definidos
como los planos que contienen M, C; y C3, vy M, Cy y C5 respectivamente,
son iguales. Esto sucede en dos ocasiones: i) cuando los tres centros épticos
C1, Cy y C3 son colineares; o bien i) cuando los tres centros 6pticos Cy, Cs
y C5 no son colineares y my, my y ms se encuentran sobre el plano definido
por los tres centros 6pticos [10, 44]. La primera de ellas ocurre en la practica
muy frecuentemente, ya que se obtiene al tomar tres imagenes con una misma
camara que se mueve en linea recta.

Ademas de las dos desventajas mencionadas para el uso de la Geometria
Epipolar en tres vistas, hay que senalar que la Geometria Epipolar no
proporciona un método directo para analizar la correspondencia de tres
puntos, ya que es necesario calcular dos lineas epipolares y luego su
interseccion.

4.2.1. Analisis algebraico de la geometria trifocal

Una forma de estudiar el problema de la geometria trifocal es por medio
de los tensores trifocales [21, 45], que seran presentados a continuacién. Me-
diante los tensores trifocales se puede por una parte evitar las singularidades
indicadas anteriormente y por otra parte obtener una solucion directa para
la correspondencia en tres vistas.

Las tres proyecciones de un punto 3D M en las imagenes 1, 2 y 3, pueden
expresarse matematicamente, como se hizo en la Seccion 4.1.3, a partir de
la ecuacién general de proyeccién (4.3) utilizando las matrices de proyeccién
A, B y C. La forma candnica de estas ecuaciones es:

)\ng = BM 5 (433)
)\311'13 = CM
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donde C = CH™'. Las entidades A, B, M fueron definidas en (4.23).

Se sabe que si mq, mo y ms3 son puntos correspondientes entonces debe existir
una solucién para M. Una solucién conocida al problema de establecer la
correspondencia se obtiene al reformular el sistema de ecuaciones (4.33) de
la siguiente manera:

a =1 0 O [0
a y1 0 0 0
a3 1 0 0 - 0
131 0 ) 0 _1\;\1 0
by 0 4 0 _Al 01, (4.34)
by 0 1 0 || ) 0
& 0 0 x| 2L |0
62 0 0 Ys v 0
(& 0 0 1 L 0
G

donde a;, bi y C; son respectivamente la fila ¢ de las matrices A, B y C.
Planteando la hipotesis de correspondencia, se puede afirmar que si mq, ms
y ms son puntos correspondientes, entonces debe existir una soluciéon no
trivial para v. Cabe destacar que G es una matriz de 9 x 7, es decir su
determinante no estd definido. Sin embargo si se escogen 7 cualesquiera de
las 9 ecuaciones del sistema (4.34) se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones
cuya representacion matricial es G;v = 0. Si v # 0 entonces el determinante
de G; debe ser cero. Esto quiere decir que para que exista una solucién no
trivial para v todas las submatrices de G formadas a partir de 7 de sus filas,
debe ser cero.

El desarrollo de los subdeterminantes de G a partir de la férmula de Laplace,
como se hizo en la Seccion 4.1.3, lleva a expresiones matematicas que
dependen de las coordenadas de los puntos my, ms y mg y valores constantes
para las tres imégenes que dependen sélo de las tres matrices de proyeccion.
Estos valores constantes son los denominados tensores trifocales [20, 25, 26].

En este caso existen 36 posibles submatrices de G obtenidas a partir de la
eliminacién de dos de sus filas. Estas submatrices se pueden dividir en dos
tipos, aquellas que tienen sélo una fila de una matriz de proyeccién (9 casos)
y aquellas que tienen las tres filas de una matriz de proyeccién (27 casos).



4. Visién Estéreo 77

A manera de ejemplo, en el primer tipo de submatrices, se obtiene para el
subdeterminante de la matriz G en la que se han eliminado las filas 2 y 3:

a 0 0 ~

él “ b1 ) 0

b1 0 T2 0 B 0

by 0 w2 0 B, y12 0

by 0 1 0 |=a1| 3 =0.
~ C1 0 T3

¢ci 0 0 x5 & 0

& 0 0 s & 0 y13

¢ 0 0 1 3

Esto lleva a que el segundo determinante es cero, ya que la solucién x; = 0
es trivial. Se observa que este determinante no contiene informacion de la
primera camara, y corresponde al andlisis bifocal de las imégenes 2 y 3. La
expansion de este determinante es mJ]Fozmy = 0, donde Fa3 es la matriz
Fundamental de las imagenes 2 y 3. Como esta expresion no es trifocal, no
interesa para el andlisis de tres vistas.

El segundo caso de submatrices, en las que estan presentes las tres filas de
una matriz de proyeccion resulta maés interesante para el andlisis trifocal. A
manera de ejemplo, un subdeterminante en el que estan presentes todas las
filas de la primera matriz de proyeccién seria:

5_1 T 0 0
a y1 0 0
az 1 0 0
Bl 0 i) 0 = 0.
b; 0 1 0
61 0 0 T3
¢cs 0 0 1

En este ejemplo se han eliminado las filas de G en las que estan las segundas

filas de By C.

Para el caso de submatrices en los que se mantienen las tres filas de una
de las matrices de proyeccién se obtienen tres subcasos distintos, uno para
cada matriz de proyeccion seleccionada. Para cada subcaso existen 9 subde-
terminantes posibles de los cuales s6lo cuatro son linealmente independiente
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del resto. Esto quiere decir que si estos cuatro subdeterminantes son cero, el
resto de subdeterminantes también serd cero [23]. Para el caso de escoger la
primera matriz de proyeccion los cuatro subdeterminantes son:

51 T 0 0 él T 0 0

5.2 i) 0 0 52 U1 0 0

az 1 0 0 az 1 0 0
Di=|b, 0 @ 0|=0 Dy=|b, 0 x5 0|=0

b; 0 1 0 b; 0 1 0

61 0 0 I3 62 0 0 Ys

cgs 0 0 1 cgs 0 0 1

5.1 T 0 0 5.1 T 0 0

a y 0 0 a vy 0 0

az; 1 0 0 az; 1 0 0
D3: Bg 0 Yo 0 =0 D4: 62 0 Yo 0 =0

by 0 1 0 by 0 1 0

(~:1 0 0 XT3 62 0 0 Ys

cs 0 0 1 cs 0 0 1

Expandiendo estos determinantes por medio de la férmula de Laplace que
debe ser utilizada tres veces (una vez para la columna de m;, otra vez para
la columna de my y otra para la columna de m3) se obtiene la expresion:

Dy = m—lr(xiiTlB — x3x2T33 + 2, T3 — Tll) — 0
Dy = my(ysT? — ysz, T + 2, T2 = T) = 0 (4.35)
D3 - m—lr(x3T23 - x3y2T33 + y2T31 — T21) = 0 .
D4 - mI(y3T23 - y3y2T33 —+ y2T32 _ T22) 0

donde

T = [ T T
Yy
. ~ gli ~ )
F = (—1)* b; | = bjiCra — bjaCh, para i,j,k =1,2,3 (4.36)

Ck
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Los elementos T * son los denominados tensores trifocales para las imagenes
1,2y 3.

La ecuacién (4.35), conocida como las Trilinearidades de Shashua [46], es
de suma importancia en el andlisis trifocal ya que establece una relacién
lineal entre las coordenadas de los puntos my, ms y mg para establecer su
correspondencia. Si se cumplen las cuatro trilinearidades se dice entonces
que my, mg y ms son correspondientes (condicién necesaria y suficiente).
Como se observa, los tensores trifocales son dependientes exclusivamente de
las matrices de proyeccién, no dependenden de los puntos my, ms, mgy M.

4.2.2. Deduccion alternativa de los tensores trifocales

A continuacion se presentara otra forma de deducir las trilinearidades. Se
puede obtener directamente del sistema de ecuaciones (4.33) una relacién
trifocal de una manera més simple [19, 21]: A partir de la primera ecuacién
)\1m1 = [I ‘ 0]].\7.[

X .
M|y |=]10100 7| = Y (4.37)
1 0010 Z
1
se obtiene una expresién para M:
% ",
| Y| Y1
M = Z =\ 1 : (4.38)
1 /M

El célculo de la proyeccion de este punto en la segunda imagen seria entonces
a partir de (4.33)

x9 Z:?11 §12 1:713 §14 il
A2 Y2 =\ 1321 1322 {)23 1324 11 . (439)
1 bsi bz bsz baa

1/
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Sustituyendo la tercera ecuacion de (4.39) en las primeras dos quedaria:

{ $2(531€E1 + 532?/1 + 533 + 534/)\1) = (511% + 512y1 + 513 + 514/)\1)

yQ(bslfBl + 532?/1 + bs3 + b34/>\1) = (521371 + 522?/1 + bz3 + b24/>\1)
(4.40)

Las dos posibles soluciones para A; son entonces:

Al = (624 - I~)34y2)/[y2(1~)31x1 + 5323/1 + bs3) — (521% + 5223/1 + 523)]
(4.41)

Otras dos posibles soluciones para A; pueden ser calculadas de la misma
manera a partir de la tercera proyeccién de M en (4.33):

{ A= (514 - 534332)/[952(631% + 5323/1 + ?33) - (5111’1 + Blzyl + 513)]

M = (G1g — Csa3)/[x3(Cs121 + C32y1 + C33) — (C1121 + Cr2y1 + C13)]
A= (Coa — C3ay3)/ys(Cs1m1 + Caayr + C33) — (G121 + Caoyr + Ca3)]
(4.42)

De esta manera se obtienen cuatro relaciones trifocales al igualar una
ecuaciéon de (4.41) a una ecuacién de (4.42):

(?14 — ?34353)[@(531351 + bgotn + bss) — (b1 + bioys + 513)]—
(b1a — bgaxo)[x3(Ca121 + Ca2y1 + C33) — (C1121 + Ciay1 + C13)] =0

(?24 — §34y3)[x2(531x1 + bgotn + 533) - (anl + bioyr + 613)]—
(b1 — b3axo)[ys(Cs11 + Caoyn + C33) — (G211 + o2ty +Co3)] = 0

(?14 — ?34353)[?/2(531%1 + 6323/1 + 533) — ((;21131 + 6223/1 + 523)]—
(bag — b34y2)[I3(531m1 + C30y1 + C33) — (511$1 + Croy1 + 513)] =0

(Coa — §34y3)[y2(531:1:1 + byayn + bsz) — (b1 s + booyr + b)) —

(bos — b3ay2) Y3 (Ca1m1 + Caay1 + C33) — (C2121 + Cooyr + Co3))] =0
(4.43)

Estas cuatro ecuaciones corresponden a las Trilinearidades de Shashua [46]

expresadas en (4.35), que acontinuacién se repiten:

£L'3T13 _ 3331’2T33 + 29 T3l — Tll) _
T13 _ y3$2T33 + LE2T32 2) —
JZ3T23 - $3y2T33 + y2T31 1)
T23 . y3y2T33 + y2T32 T22)

, (4.44)

o O OO

m (
my (ys
m (
my (y3
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donde
T 1 T T
Yy
. ~ é‘l ~ T
T = (—1)™* | by | = bjitka — bjatas, para i, j,k =1,2,3
Cy,

. , ik .
Como ya se menciond, los elementos 77" son los tensores trifocales para las
imagenes 1, 2 y 3. En forma tensorial se pueden escribir las Trilinearidades
de Shahua de la siguiente manera:

m’is?r,gTijk =0 para u,p=1,2 (4.45)
mit
SH _ —1 0 i) T’p _ —1 0 I3 .
! 0 -1 u b 0 -1 ys

4.2.3. Interpretacion geométrica de las trilinearidades

A continuacién se le dara una interpretacion geométrica a las trilinearidades
basdndose en la Figura 4.5. La ecuacion (4.38) corresponde al proceso de
proyeccion de M en mq, esto quiere decir que esta ecuaciéon define la recta
[ : (C1,mq) que contiene los puntos Cy, M y m;. Dénde exactamente esta
M sobre esta linea recta no se puede determinar a partir de m; y C4, sélo se
sabe que esta en algin punto perteneciente a [;. El parametro \; proporciona
la informacién de la ubicacién de M. En (4.39) se proyecta M en la segunda
imagen. Las coordenadas (2, y2) de este segundo punto se pueden determinar
a partir de (4.40), o bien a partir de (4.41). Estas coordenadas tienen la forma

Ty = fa:g(xhyla)\l)
, 4.46
{ Y2 = fy2($1>y1,)\1) ( )

esto quiere decir que los puntos posibles en la segunda imagen que satisfacen
(4.46a) se encuentran sobre una linea vertical en la que esta el punto mo.
Esta recta ha sido denominada como [,, en la Figura 4.5. Este mismo
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planteamiento es valido para la recta horizontal [,, que se puede definir a

partir de (4.46b).
Los puntos m; y my son correspondientes si
LN, = M y L NI, = M, (4.47)

donde II,, y II,, denotan los planos definidos a partir del centro éptico Csy y
la recta [, y la recta [, respectivamente.

De esta manera se obtiene para la tercera proyeccién de M en la imagen 3
las rectas l,, y ly,, las que son definidas a partir de (4.42):

xr3 = fx3($1,y17>\1)
) 4.48
{ ys = Jfys(T1,91, M) (448)

Al igual que la condicion que se establecié para la correspondencia de my y
mo, se puede afirmar que m; y ms son correspondientes si

LN, =M y L NI, = M, (4.49)

/ ifxz *

Figura 4.5: Representacién geométrica de las Trilinearidades (adaptada de

[1]).
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donde II,, y II,, son los planos definidos a partir del punto C5 con las rectas
ly5 v 1, Tespectivamente.

Si los puntos de interseccién de (4.47) y los puntos de interseccién de
(4.49) son iguales, entonces se ha encontrado una correspondnecia entre my,
me y ms. De esta manera las cuatro trilinearidades en esta interpretacion
geométrica son:

ll N HmQ == ll N ng
ll N ng = ll N Hy3
LAl = NI, (4.50)
LNIL, = NI,

Cada trilinearidad representa una correspondencia entre el punto m; (en la
imagen 1), una recta horizontal o vertical (en la imagen 2) que contiene a my
y una recta horizontal o vertical (en la imagen 3) que contiene a mg3. El punto
M es el punto de interseccién de la recta [; con los planos que se forman a
partir de las rectas mencionadas con sus centros 6pticos respectivos. Como
ejemplo la Figura 4.5 muestra la tercera trilinearidad.

4.2.4. Propiedades de las trilinearidades

Las principales propiedades de las cuatro trilinearidades (ver ecuaciones
(4.35) y (4.44)) pueden resumirse de la siguiente manera [20, 21, 44, 45]:

i) Las trilinearidades representan relaciones lineales y trifocales. Estas
relaciones han sido determinadas sin emplear la Geometria Epipolar
(ver Seccién 4.2.1).

i1) Los tensores trifocales son independientes de los puntos proyectados en
las tres imagenes my, mo, ms y también del punto 3D M. Los tensores
trifocales son una fucnién de las matrices de proyeccién A, B y C (ver
ecuacion (4.36)).

iii) La reproyeccion de ms, es decir la prediccién de las coordenadas de msg
a partir de las coordenadas de m, y ms, puede calcularse directamente
de las trilinearidades. La reproyeccion no tiene ninguna singularidad.

iv) Las cuatro trilinearidades son linealmente independientes.



84 D.Mery: Visién Artificial

v) Los puntos my, ms y ms (en tres imagenes distintas) son correspon-
dientes, si las cuatro trilinearidades son véidas (condicién necesaria y
suficiente) (ver Seccién 4.2.3).

4.2.5. Relaciéon entre la geometria bifocal y trifocal

Una relacion entre la geometria epipolar y las trilinearidades se presenta a
continuacion:

Teorema 4.1 S my, mo y ms son tres puntos en tres imdgenes distintas,
entonces son correspondientes Si:

a) my y my satisfacen la condicién epipolar, y

b) mi, me y ms satisfacen las dos primeras o las dos ultimas trilineari-
dades.

Prueba: Las cuatro trilinearidades provienen de las ecuaciones (4.41) y (4.42),
en las que una ecuacion de (4.41) se ha igualado a una ecuacién de (4.42).
Si se igualan sin embargo las dos ecuaciones de (4.41) se obtiene entonces la
condicién epipolar entre m; y ms (comparar con (4.26)). Esto quiere decir
que las trilinearidades (4.44a) y (4.44c) y las trilinearidades (4.44b) y (4.44d)
en este caso son iguales. o

En la practica, se puede utilizar el Teorema 4.1 como criterio de corresponden-
cia. Es decir, mq, mo y mg son puntos correspondientes si my y mo satisfacen
la condicién epipolar préctica (4.32) y si la distancia Euclidea entre ms y
mg (la reproyecciéon de mg) calculado a partir de my y ms es suficientemente
pequena;:

d = ||mg — || < dj, (4.51)

donde la reproyeccién mj se calcula de las dos primeras trilinearidades (4.44a)
y (4.44b):

3 m](T" — 2, T%)
my=| g5 | = m/ (T2 — 2,T3?) (4.52)
m/ (T — 2, T%)
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4.3. Correspondencia en cuatro vistas

Desde un punto vista geométrico es posible establecer una condicion en la
que cuatro puntos mj, mo, ms y my (en las imdgenes respectivas 1, 2, 3 y
4) son correspondientes entre si a partir de las lineas epipolares. Se calculan
las lineas epipolares de los primeros tres puntos en la cuarta imagen y se
busca el punto de interseccién. Si la interseccién coincide con el cuarto punto
se dice entonces que los cuatro puntos son correspondientes. Como ya se
senalo en la Seccion 4.2 para el caso de las tres vistas, esta solucion presenta
una singularidad cuando dos (o tres) de las tres lineas epipolares son iguales.
Adicionalmente, la estimacién del punto de interseccién no es directo y esta
solucién no es rapida.

Otro forma de abordar este problema es tratarlo algebraicamente. Las cuatro
proyecciones de un punto 3D M en las imagenes p, ¢, r y s se pueden describir
como se hizo para el caso de dos o tres vistas (ver ecuaciones (4.22) y (4.33):

Amy; = [I[0M = AM
Agmg = BM

~ - 4.53
)\3m3 = CM 7 ( )
)\4m4 = DM

donde D=P,H 'y A, B, C, M como en (4.23) y (4.33). Este sistema de

ecuaciones puede ser expresado de la siguiente manera:

a; I 0 0 0 0
5.2 U1 0 0 0 0
as 1 0 0 0 0
b, 0 z, 0 0 - 0
- M
b, 0 0 0
I ] -
L N A G '
¢ 0 0 y3 O _A3 0
¢ 0 1 1 0 [, 1 0
d 0 0 0 24 v 0
d, 0 0 0 w 0
'ds 0 0 0 1 L 0]
G
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donde a;, Bi, Gy d; son la fila i de la matriz A, B, C y D respectivamente.
Si mq, mo, mg y my son puntos correspondientes, entonces debe existir
una solucién no trivial para M (y por ende para v). La existencia de esta
solucién lleva a una condicién necesaria y suficiente que senala que todos
los determinantes de las submatrices de 8 x 8 de G (obtenidas a partir de la
eliminacién de cuatro de sus filas) deben ser iguales a cero. Se pueden obtener
relaciones cuadrifocales si una fila de cada matriz de proyeccién se elimina.
De esta manera se llega a 16 cuadrilinealidades (lineales e independientes)
como funcién de los conocidos 81 tensoren cuadrifocales [20, 22, 25, 26]. Una
aplicacion de estos tensores en ensayos radioscopicos se puede encontrar en
(35, 37].

Sin embargo, si se conoce los tensores trifocales, y si ademas es conocida
la correspondencia entre algunos de sus puntos es posible establecer la
correspondencia de los cuatro puntos sin tener que calcular los tensores
cuadrifocales y sin tener que evaluar las cuadrilinealidades, como se vera a
continuacion.

Teorema 4.2 Si mq, mo, m3z y my Son cuatro puntos en cuatro imdgenes
distintas, entonces son condiciones suficientes para establecer su correspon-
dencia que

a) my, my y ms son correspondientes entre si, y

b) ma, m3 y my son correspondientes entre si.

Prueba: Si ms y mg son correspondientes entre si, entonces existe una
solucion tnica para el punto 3D M que produce los dos puntos de proyeccion
mencionados. Esta afirmacién esta contenida en las condiciones a) y b). Esto
implica que si se cumplen estas dos condiciones el punto 3D M de los puntos
de proyeccién seria el mismo. En este caso m; y my son proyecciones de M
en las imégenes 1 y 5. Esto quiere decir que my, mso, ms y my son puntos
correspondientes. °

Teorema 4.3 Si mq, ms, ms y my son cualro puntos correspondientes
en cuatro imdgenes distintas, entonces son condiciones suficientes para
establecer su correspondencia que
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a) my y my cumplan la condicion epipolar (para las imdgenes 1y 2)

b) mi, me yms cumplan las dos primeras (o dltimas) trilinealidades (para
las imdgenes 1, 2y 3), y

c) ma, mg y my cumplan las dos primeras (o dltimas) trilinealidades (para
las imdgenes 2, 3y 4)

Prueba: De los teoremas 4.2 y 4.1 se sabe que las condiciones suficientes para
establecer la correspondencia de my, ms, ms y my son:

i) my y mo deben cumplir la condicién epipolar (para las imagenes 1 y
2),y

i) my, my y mg deben satisfacer las dos primeras (o tltimas) trilineali-
dades (para las imédgenes 1, 2y 3), y

iii) mo y ms deben cumplir la condicién epipolar (para las imdgenes 2 y
3), vy

iv) mo, mg y my deben satisfacer las dos primeras (o tltimas) trilineali-
dades (para las imagenes 2, 3 y 4).

Las condiciones i), ii) y i) son exactamente iguales a las condiciones a), b)
y ¢). La condicién #ii) no es necesario evaluarla ya que esta implicitamente
incluida en i) y ii), ya que en este caso mgy y mg son puntos correspondiente
y por lo tanto cumplen la condicién epipolar i ). °

En la practica se puede establecer un criterio de correspondencia que senala
que mq, ma, M3y my son correspondientes entre si, si mq, my y mg satisfacen
el criterio practico de la condicién trifocal (4.32) y (4.51) y que la distancia
Euclidea entre my4 y su reproyeccién 7y (calculada a partir de mg, ms y los
tensores trifocales entre las imédgenes 2, 3 y 4) es menor que €3:

dy = Hm4 — Ifl4” < €3, (455)



88 D.Mery: Visién Artificial

C

Figura 4.6: Correspondencia en dos vistas que comparten el centro éptico
(ver Ejercicio 4.1).

4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.1 En el esquema de la Figura 4.6 se muestra la formacion de
dos imagenes en los planos Ry y Ry a partir de un centro optico C. Si se
conoce la ubicacion de my y las matrices 3 X 4 de proyeccion A y B tal
que Aymy; = AM y \omy = BM, pero no se conoce la ubicacion de M, a)
£ qué restriccion existe para la ubicacion de mq?b) ;Qué relacion existe entre
A yB?

Ejercicio 4.2 En el plano (x,y) se tiene una recta | y un punto mso, cuyas
representaciones homogéneas son my = [y yo 1]T y 1 = [l} Iy I3]7. a)
Calcule la distancia minima d (ver Figura 4.7) que existe entre mo y [.
b) En la prdctica, dos puntos correspondientes en dos imdgenes distintas
no cumplen la restriccion epipolar porque la medicion de las coordenadas de
los puntos, asi como el cdlculo de la Matriz Fundamental F estan sujetos a
errores. Por lo tanto se usa como restriccion prdctica que dos puntos pueden
ser correspondientes si el sequndo punto estd a menos de una distancia
Amin de la linea epipolar del primer punto en la sequnda imagen. Utilice
el resultado de a) para expresar matemdticamente esta restriccion epipolar
practica suponiendo que se conocen las representaciones homogéneas de los
dos puntos m; y mg y se conoce la Matriz Fundamental ¥ (sugerencia:
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>

X

Figura 4.7: Distancia minima de un punto msy a una recta [ (ver Problema
4.2).

calcule la linea epipolar 1 del primer punto en la sequnda imagen; calcule
la distancia d del sequndo punto a la linea epipolar usando el resultado de a);
y compare esta distancia con dpp, ).

Ejercicio 4.3 Un sistema bifocal tiene la siguiente matriz fundamental entre
la imagen 1 y 2:

1 2 2
F=|4 3 1 (4.56)
3 1 -1
Encuentre el epipolo en la sequnda imagen.
Solucién: Se puede asumir e, = [z5 y» 1]7. Reemplazando este valor en

(4.20b) se obtiene un sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas. Como
det(F)=0 basta con considerar sélo dos ecuaciones lineal independientes, ya
que la tercera es linealmente dependiente de las otras dos. Tomando las dos
primeras ecuaciones de F'[x, 15 1]7 = 0 se obtiene:

o + 4y = -3
2%2 + 3y2 = -1

Las coordenadas de ey son entonces (x2 = 15y = —1).
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Capitulo 5

Reconstruccion 3D

En este Capitulo se estudiaran algunos algoritmos para reconstruir las
coordenadas de un punto 3D M a partir de sus vistas. Es necesario aclarar que
el término reconstruccion empleado en tomografia computarizada es distinto
al usado en este Capitulo, ya que aqui se utilizara reconstruccién en el sentido
de localizacion de un punto 3D y no en el sentido reconstruccion de las
caracteristicas de la materia de este punto, como es el caso de la tomografia
computarizada.

El punto 3D M se estimarda entonces a partir de sus distintas proyecciones
obtenidas de las imagenes. Para este problema, las coordenadas de estas
proyecciones my, ... m, (en n imégenes) son conocidas y se asumird que
estos puntos son correspondientes, es decir que son proyecciones de un mismo
punto 3D. Asimismo, son conocidas las matrices de proyeccién que generaron
estos puntos a partir del punto 3D M. Las matrices de proyeccién se obtienen
a partir de algin proceso de calibracion.

Debido a que con una sola vista la informacién de profundidad del espacio
3D se pierde en la proyeccién, para la reconstruccion 3D son necesarias por lo
menos dos vistas. Detras de los métodos de reconstruccién 3D esté el concepto
de triangulacion que se usa en la estimacion de un punto 3D a partir de sus
vistas. La triangulacién consiste en inferir la informacién 3D a partir de los
rayos que van desde los centros Opticos de las imégenes respectivas hasta
los puntos proyectados. Como es sabido que el punto 3D que produjo estas
proyecciones pertenece a estos rayos se busca entonces la interseccion de ellos
en el espacio 3D. Un ejemplo para tres vistas se muestra en la Figura 5.1. En

91
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Figura 5.1: Triangulacién en tres vistas: M es la interseccion de los rayos

este caso el punto M es la interseccion de los tres rayos (Cy,my), (Co, ma)
y (C3,m3)!. Como en la gran mayorfa de casos practicos estos rayos no se
intersectan (incluso para el caso de sélo dos vistas), es necesario encontrar
entonces el mejor punto 3D que produciria las proyecciones dadas.

A continuacion se presentaran dos métodos de reconstruccién 3D. El primero
de ellos es una reconstrucciéon 3D directa y lineal a partir de dos vistas. El
segundo método utiliza el criterio de los minimos cuadrados para hacer una
reconstruccion 3D a partir de dos o mas vistas.

5.1. Meétodo de reconstruccion lineal para
dos vistas

En esta seccién se realizard una estimacion del punto 3D M a partir
de dos puntos correspondientes m; y mso ubicados en la imagen 1 y la
imagen 2 respectivamente (ver ilustracién en Figura 4.1a). Este método fue
desarrollado por Hartley en [19].

1Otro ejemplo se puede apreciar en la Figura 1.10.
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Como ya se vio en la Seccién 4.1.3 las ecuaciones de proyecciéon en dos
iméagenes estan dadas por:

{Alml - AM (5.1)

)\ng = BM

dondeM = [X Y Z 1]T y m; = [x; y; 1] son las representaciones homogéneas
de My m;, 1 =1,2, y A y B las respectivas matrices de proyeccién de las
imagenes 1 y 2. Haciendo una transformacion de coordenadas para M, la
ecuacion (5.1) se puede escribir como:

Mm, — [[|OM — AM
s 2
{ )\211’12 = BM (5 )
donde B
M = H'M
A = AH'=[1]0]. (5.3)
B = BH!

La matriz H, de 4 x 4 elementos, es una matriz regular cuyas tres primeras
filas corresponden a la matriz A2.

La primera ecuacién de (5.2)

se puede reescribir como
X -
M|y |=]10100 7= Y (5.5)
1 0010 | Z

Con esta ecuacion es facil obtener una expresion para M, es decir las
coordenadas de M en un sistema de coordenadas transformadas, en el que la
matriz de proyeccién tiene una forma canénica del tipo [I | 0]:

T

=\ yll . (5.6)

1/\

M =

— N) "<l ><z

2La demostracién de AH™! = [I | 0] se puede encontrar en la Seccién 4.1.3.
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Se observa que \; establece en qué lugar del rayo que produce m; se encuentra
M. Utilizando (5.2), la proyeccién de este punto 3D en la segunda imagen
es:

T2 éu §12 §13 §14 51
| ¥ | =N [321 1322 {723 [324 11 . (5-7)
1 bs1 b3z b3z b3 1 / A\

Suponiendo que se conocen las coordenadas de my y mo, y también se conoce
la matriz de proyeccién B, entonces la ecuacién (5.7) representa un sistema
de tres ecuaciones con dos incégnitas (A; y A2). Si my y ms son puntos
correspondientes se puede establecer una solucion a partir de dos de las tres
ecuaciones. Las primeras dos ecuaciones son:

{ Aoy = )\1§11$1 + )\1612% + )\11:713 + §14 (5.8)

Aoys = Abyz + )\1522% + A1bog + b3y

Estas ecuaciones se pueden dividir para cancelar \s. De esta manera se puede
obtener la siguiente ecuacion:

$2()\1l~?21$1 + )\1Z722y1 + )\1Z?23 + {334) =

by 59
Ya(A1b1121 4+ A1biayr + A1bis + D) (5.9)

A partir de esta ecuacion se puede despejar \;:

92514 - l’21~)24

)\1 - = = = =~ = = (510)
1%2ba1 + Y122b2o + waboz — 1Y2b11 — Y1y2b12 — Y2013

que, utilizando m; = [z, y; 1]7, puede ser escrito como:

A = (y2514 - I21~724) (5.11)

(x2[621 622 523] - 92[611 512 BL‘SDml

Substituyendo en (5.6) el valor obtenido para A; en (5.11), y utilizando la
definicién de M a partir de M en (5.3a) se obtiene el punto 3D reconstruido.

~ 2 _(yzbua—maboa)my
M=HM=H"'! (z2[b21 b22 b23]_§2[b11 bi2 b13])m; (5,12)

De esta manera se obtiene una estimacion de M a partir de dos puntos m,
y mg cuyas coordenadas son (x1,y1) v (Z2,y2).
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5.2. Reconstruccién 3D para dos o mas vistas

En n vistas distintas (n > 2) se tienen los puntos correspondientes m;,
1t =1,...,n. El punto 3D M que produjo estas proyecciones se puede obtener
por medio del método de los minimos cuadrados [8].

La representacién homogénea de los puntos correspondientes esta dada por
m; = [z; y; 17, y para M serfa M = [X Y Z 1]7. Cada proyeccién
proporciona un sistema de ecuaciones A;m; = P;M, donde P; es la matriz de
proyeccion de la imagen 7. Este sistema de ecuaciones es de tres ecuaciones
con cuatro incognitas X, Y, Z y \;. Para i = 1,...,n se obtiene entonces el
sistema de 3n ecuaciones con 3 + n incognitas (X, Y, Z, A1, ..., \y):

[ AT p%l p%Q p%?, Ph
Y1 p%l p%? pég p§4 X
\ 1 1 1 1
1 P31 P32 P33 D3 y
Anp, Pli Ple Pis DPly 1
An¥Yn P31 Dy Das Doy
] | P51 P32 Pss D3 |

donde pék corresponde al elemento (j,k) de la matriz P;. De la tercera
ecuacion de cada proyeccion se obtiene:

i = pélX + péQY + p:issz + p§4 (5-14)

Este valor encontrado para A; puede reemplazarse en (5.13) dando:

(p5: X + psoY + P33 Z + p3y)11 Pli Pla Pis Pl X
(P51 X + p35Y + P3s Z + D3 Pa P P P ||y
: = : : : : 7 | (5.15)
(D5 X + pY +pysZ + p§4)$n Pl1 Pla Pis DPla 1
(P53 X + P5Y + Py Z + P5y)Un Py Do Diz Dy

Se obtiene asi un nuevo sistema de ecuaciones con 2n ecuaciones con sélo
3 incégnitas (X, Y y Z), ya que en (5.14) se obtuvo una expresion para \;
en funcion de X, Y y Z. La ecuacién anterior puede ser reformulada de la
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siguiente manera:

pzlﬂxl - p%l pzlale - p%2 pzlasxl - pz{s ph - péﬂl
1, .1 T, .1 1 1 X 11
P31Y1 — P21 P32Y1 — Do P33Y1 — P33 P2y — P34t
: : : Y | = :
P51%n — DY P3a%n — Pl P33%Tn — Di3 Z DPly — P34%n
P51Yn — D3 D5oYn — Do P33Yn — Das D5y — D5aYn
Q r

(5.16
En caso de que el rango de Q sea tres, existe una solucion para M
(XY Z 1]7 utilizando el método de los minimos cuadrados:

~—

XY Z'=1Q"Q]'Q'r (5.17)

Este método puede usarse también para n = 2 proyecciones, sin embargo
el nimero de operaciones necesrias para obtener la reconstruccion de M es
mayor que las que se necesitan utilizando el método de la Seccién 5.1 donde
no hay que calcular las matrices Q y [QTQ]~!.

En el método de los minimos cuadrados se ha minimizado || QM — r ||?
con respecto a M. Esto tiene la gran ventaja de poder obtener una solucién
no iterativa para M, sin embargo, la gran desventaja es que la expresion
| QM — r || no tiene una buena interpretacion fisica. Una alternativa
interesante es presentada en [8], donde se minimiza

JOM) = Y& — i)’ + (5 — y)” (5.18)

donde (z;,y;) son las coordenadas de m; y (Z;,7;) son las estimaciones de
m; obtenidas del modelo de proyeccion a partir de \;ih; = P;M. En este
problema se debe encontrar el mejor M, es decir M, tal que se minimice
la funcién de costo (5.18). La solucién de este problema de optimizacién se
puede obtener mediante métodos iterativos como los métodos de gradiente

[47]. En este caso el valor inicial de la iteracién puede ser el encontrado en
(5.17).



Capitulo 6

Matching en dos Vistas

6.1. Introduccion

En este capitulo se analizaran distintas técnicas para establecer la corre-
spondencia entre elementos que estan presentes en varias imagenes. En la
Seccion 6.2 se estudiard en detalle el matching en dos vistas. Se presenta la
correspondencia punto-punto, linea-linea y regién-region. En la Capitulo 7 se
estudiara el seguimiento, o tracking, de un objeto a lo largo de una secuencia
de imAagenes.

6.2. Matching

El término matching se utiliza en visién artificial para establecer la co-
rrespondencia entre imagenes distintas de un mismo objeto. Cominmente,
se emplea como ‘objeto’ un punto, una linea o una region. Como ya se
estudié con detalle en el Capitulo 4, se sabe que una condicién necesaria
pero no suficiente para establecer la correspondencia en dos puntos (en dos
imégenes distintas) es la condicién epipolar. Se plantea entonces la pregunta
Lqué otros criterios se pueden emplear para realizar el matching de dos
puntos? En esta seccién se estudiaran algunas posibilidades.

97



98 D.Mery: Visién Artificial

I J:d: e |
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I
Imagen 1 Imagen 2

Figura 6.1: Flujo 6ptico: en la imagen 2 se busca la ventana roja mas parecida
a la ventana I = 5, J = 5 de la imagen 1.

6.2.1. Correspondencia entre puntos

Una posibilidad la da el flujo dptico, que corresponde a un conjunto de
vectores que indica el movimiento de una imagen hacia otra. En el flujo
optico primero se divide la primera imagen en ventanas pequenas. Luego,
para cada una de estas ventanas se busca en la segunda imagen la ventana
(de las mismas dimensiones) que sea lo mas parecida posible a la ventana
de la primera imagen. Finalmente, teniendo la ubicacién de la ventana en
la primera y en la segunda imagen, se obtiene un vector de desplazamiento.
Este vector se puede interpretar como el movimiento que sufrié la ventana de
la primera imagen para transformarse en la ventana de la segunda imagen.
Como se puede apreciar, este método solo se puede usar si la diferencia entre
las dos imagenes es pequena, ya que para un movimiento mayor, por ejemplo
una rotacién de 90°, no serd posible encontrar las ventanas similares.

Matematicamente se puede establecer que si las imégenes son [; e I, cuyos
tamanos son N x M, se puede dividir la imagen en ventanas de n x m. Siendo
los indices I = 1,...,ny J =1,...m los que indican cual de las ventanas de I
se va a analizar, se puede encontrar el vector de desplazamiento vy; = (kr, ky)
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minimizando la funciéon objetivo que calcula el valor absoluto de la diferencia
entre la ventana ([,J) de la imagen [; con una ventana en la imagen I,
desplazada kj pixels y k; pixels en la direcciéon ¢ y j respectivamente, es
decir:

n m
kr kg = argml’nzz \I1(nd +i,mJd + §) — Ia(nl + i+ kr,mJ + j + kj)] (6.1)
i=1 j=1

En la Figura 6.1 se muestra a manera de ejemplo el vector de desplazamiento
vss. El vector de desplazamiento también se puede encontrar maximizando
una funcion objetivo que calcule la correlacién entre las dos ventanas:

n m
kr kg = argméxzZh(nl+i,m]+j)[g(n[+i+k1,mJ+j T ky) (6.2)
i=1 j=1

o bien utilizando la correlacion normalizada:

Yo Z;.”:l Li(nI +i,mJ+)la(nl+i+kr,mJ+j+kj)

kr,ky = arg max
\/2?21 Yo Il +imd +5) 3 ST I3 (nd itk md 4+ k)

(6.3)

En la Figura 6.2 se muestran dos imagenes en una esquina en las que se
observa que ha habido un movimiento de los automoviles. Al calcular el flujo
optico, sélo en las porciones en que ha ocurrido un cambio se detectard un
vector de desplazamiento mayor que cero.

Se puede pensar entonces, que esta herramienta puede ser de gran utilidad
para encontrar la correspondencia entre dos puntos de dos iméagenes distintas,
ya que para un punto en la imagen [; se puede buscar su correspondiente en
la imagen I, buscando la interseccion del vector de desplazamiento del flujo
optico con la linea epipolar del primer punto en la imagen I. Existen también
técnicas mas sofisticadas en que la ventana en la imagen I no necesariamente
tiene la misma orientacién y tamano de la ventana de la imagen 1 [42].

Es necesario tomar en cuenta que el flujo 6ptico presenta dos problemas:
oclusion y ambigiiedad. En el primero no es posible realizar el matching si
el objeto que aparece en la ventana de busqueda en [; ya no aparece en la
imagen [I5. En el problema de ambigiiedad, el matching puede equivocarse si
lo que se desea buscar en la imagen I esta repetido. Esta situacion se puede
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Flujo 6ptico

Imagen 2

Figura 6.2: Ejemplo de flujo 6ptico [2].

producir por ejemplo en la Figura 6.1 si la ventana de la imagen I; es més
pequena a la indicada y contiene la ventana izquierda de la torre que aparece
en la parte superior derecha de la imagen. Al buscar el matching en la imagen
I, no se podra diferenciar entre las dos ventanas que tiene la torre, es posible
entonces que el algoritmo asocie la ventana izquierda con la ventana derecha.

6.2.2. Correspondencia entre lineas

Establecer la correspondencia entre dos lineas (en dos imédgenes distintas)
no tiene mucho sentido, ya que en la gran mayoria de los casos existe una
linea 3D que podria haber producido las lineas en las imagenes. Tal como se
muestra en la Figura 6.3, la interseccién de los planos (Ch,l) vy (Ca,ls) >
proporciona una linea en el espacio 3D, que proyectada en ambas iméagenes
corresponde con las lineas originales [y y [5, sin embargo es posible que [y
haya sido producida por otra linea 3D que pertenezca al plano < C,1l; >, en
este caso la interseccion de los planos no proporciona una condicién suficiente
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Linea 3D

Figura 6.3: Analisis de lineas correspondientes.

para establecer la correspondencia. Un caso particular se produce cuando los
planos son paralelos y no tienen una linea 3D de interseccion, en este caso
se dice que las lineas [y y I3 no son correspondientes. Otro caso particular es
cuando ambos planos son iguales, en este caso existen infinitas lineas 3D que
podrian proyectarse como [y y lo, lo que quiere decir que las lineas podrian
ser correspondientes.

Para establecer si dos lineas son correspondiente es conveniente introducir
criterios adicionales al descrito anteriormente. Estos criterios deben analizar
por ejemplo las caracteristicas de color de cada una de las lineas o bien la
longitud. En el segundo caso sin embargo, es dificil establecer si las lineas en
las im4genes son proyecciones de la misma porcion de la linea 3D.

6.2.3. Correspondencia entre regiones

Una técnica muy utilizada para establecer la correspondencia de objetos
correspondientes en dos imagenes es la de busqueda de regiones similares.
En esta técnica se segmentan en cada una de las dos imagenes las regiones
que sean de interés. Luego, se extraen las caracteristicas de estas regiones
y se comparan las caracteristicas de las regiones de la imagen 1 con las
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caracteristicas de las regiones de la imagen 2. Aquellas regiones que tengan ca-
racteristicas similares y que estén ubicadas obedeciendo la condicién epipolar
seran entonces regiones correspondientes.

En esta seccion se describen algunas caracteristicas que pueden ser empleadas
para describir cuantitativamente regiones que hayan sido segmentadas en una
imagen. Se entenderd por region aquel conjunto de pixels que pertenezcan a
una misma zona de la imagen y que esté limitado por bordes. Se asumira que
los bordes no pertenecen a la region.

Para explicar las caracteristicas que se detallaran a continuacion se usara el
ejemplo de la Figura 6.4. En este ejemplo se presenta una regién circular
que ha sido segmentada. La regién entonces se conforma por los pixels que
pertenecen al circulo (pero no a su perimetro), es decir los pixels que han sido
marcados con color gris en la Figura 6.4b. Los bordes de la regién definen el
limite de la regién.

Las caracteristicas que se pueden extraer de una region se dividen en dos
categorias: caracteristicas geométricas y caracteristicas de color.
6.2.4. Caracteristicas geométricas

A continuacién se enumeran algunas caracteristicas geométricas que se usan
comunmente en el reconocimiento de patrones.

123456 7891011

(@

Figura 6.4: Ejemplo de una regién: a) Imagen. b) Region segmentada. c)
Representacion 3D de los valores de gris de la region y su entorno.
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e Altura y ancho (h y w): La altura y el ancho de una regién se definen
como:

h = imax - Zmzn +1 y w = jmax - jmzn +1 (64)

donde 44z € Tmin representan el valor maximo y minimo que toma la
coordenada i en la regién (ver Figura 6.4), y lo mismo es valido para ja. v
Jmin- En el ejemplo mostrado h = w = 7 pixels.

e Area (A): El drea de una regién se define como el niimero de los pixels de
la regiéon. En el ejemplo A = 45 pixels.

e Perimetro (L): El perimetro de una regién puede ser definido de varias
maneras. Una definicion practica, mas no exacta, es tomar el perimetro como
el nimero de pixels que pertenecen al borde de la regién'. En el ejemplo de

la Figura 6.4b, L es el nimero de pixels marcados en color blanco, es decir
L =24.

e Redondez (R): Esta caracteristica que indica la calidad de redondo de
una regién es una medida de su forma. La redondez se define como [24]:

_4~A-7T

R I

(6.5)

La redondez R de una region estard entre los valores 0 y 1. Tedricamente
R =1 para un circulo (perfecto); y R = 0 para una regién que tenga altura
y/o ancho igual a cero. En la préctica sin embargo, debido al muestreo en el
espacio de la region estos valores presentan desviaciones como se puede ver en
la regién circular de nuestro ejemplo. En este caso R = 4 -45 - 7/24% = 0, 98.

e Momentos: Los momentos estadisticos se definen como
mys = Y i'j° parar,s € N (6.6)
1,JER

donde R es el conjunto de pixels de la regién. En el ejemplo de la Figura
6.4b el pixel cuyas coordenadas son (i = 4, j = 6) pertenece a este conjunto.
El parametro r + s denota el orden del momento. El momento de orden cero

10tras definiciones més exactas consideran el factor y/2 para pixels del borde de la
regién que estén en diagonal, como por ejemplo en el caso de un borde que contenga los
pixels (¢,7) y (i + 1,5 + 1) [4]. En este caso existe un compromiso entre la precisién y el
costo computacional que requiere su céalculo.
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mgo corresponde al area de la regién A. El centro de gravedad de una region
queda definido por:
= 10 j= o (6.7)
Moo Moo
Con ayuda de las coordenadas del centro de gravedad se definen los momentos

centrales que son invariantes al desplazamiento de la regién en la imagen.

o= Y (=2 (- pararseN (6.8)

ijER

Muy conocidos en la teoria de reconocimiento de patrones son las carac-
teristicas derivadas de los momentos centrales, denominados momentos de

Hu [27, 49]:
G1 = 720+ Moz

05 20 — Noz2)” + 413,
B3 = (030 — 3m2)* + (321 — Mo3)?
b1 = (m30 +m2)® + (M21 + M03)?

21 + 1o3) ]+

M21 + 1o3)?] (6.9)

(
(
(
o5 = (m30 — 3m2) (30 + m2)[(Ms0 + Mm2)? — 3(
(3121 — 703) (21 + 703) [3(130 + M12)* — (
6 = (n20 — M02)[(M30 + m2)* — (21 + mo3)?]+
411 (30 + m12) (121 + Mo3)
o7 = (3n21 — Mo3)(M30 + m2)[(M30 + M2)* — 3(721 + 103)?]—

(130 — 3m2) (M21 + 103)[3 (130 + 1M12)* — (W21 + 703)?]

con

_ Hrs P + 5
== =
Hoo 2

Los momentos de Hu son invariantes a la traslacion, rotaciéon y escalamiento.
Esto quiere decir que dos regiones que tengan la misma forma pero que
sean de distinto tamano y que estén ubicados en posiciones y orientaciones

distintas en la imagen tendran momentos de Hu iguales.

Mrs + L.

A veces sin embargo, es necesario contar con caracteristicas que ademas
sean inavariantes a las transformadas afines. Un conjunto alternativo de
caracteristicas que son invariantes a la traslacion, rotacion, escalamiento
y también a transformaciones afines se puede derivar de los momentos de
segundo y tercer orden [48]:

_ H20fbo2 — M%

I
Méo
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I — 13003 — Bpisopian piazftos + Aptsofity + 4115 pos — 3pi 13
= 10
Hoo

I = /Lzo(umuos - /’L%Q) - M11(M30M03 - M21M12) + M02(M30M12 - M%ﬂ

(6.10)
Ngo

I = (p3opds — Bp3parpiaapios — 630 ozt fos + tzotoztTs
124090143 p121 o3 + Gptao a1 oz o ttos — 184ia0 i1 foz o1 fi12
—8 131 faohtos — BpaoiGattzotire + a0 i tiar
+12013, poo ptaopnz — Bpunt figoftzotior + Hgat3e) / Ko

e Descriptores de Fourier: Una buena caracterizacion de la forma de
una regién se logra utilizando los descriptores de Fourier [5, 43, 51]. Las
coordenadas (ig,jx) de los pixels del borde, para k = 0,...,L — 1 de una
region se agrupan en un sentido de giro conformando un nimero complejo
(ix+j-jr) con j = /—1, donde L es el perfmetro de la regién definido como el
numero de pixels del borde de la region. La linea continua formada por estas
coordenadas corresponden a una senal periédica que puede ser transformada
al dominio de Fourier por medio de la Transformada Discreta de Fourier

(DFT) [4]:

L—-1
Fo=S (in+j ju)e ™  paran=0,..L—1 (6.11)
k=0

Los descriptores de Fourier corresponden al médulo de los coeficientes
complejos de Fourier. Como se puede apreciar los descriptores de Fourier son
invariantes a la rotacién de la regién. El primer descriptor de Fourier |Fp|
da informacion de la ubicacién de la regién en la imagen. Los descriptores
que son invariantes a la posicién de la regién son los siguientes descriptores.
La fase de los coeficientes de Fourier proporciona informacién acerca de la
orientaciéon y de la simetria de las regiones.

En la Figura 6.5 se muestran los descriptores de Fourier para el ejemplo de la
Figura 6.4. En este ejemplo el pixel de partida es (ig, jo) = (6, 10). En el caso
de un circulo ideal los descriptores serian |F,| = 0 para 1 < n < L, ya que
la representacién de las coordenadas (i, ji) corresponderian a una sinusoide
perfecta.
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12

IFal

Figura 6.5: Coordenadas del borde de la region de la Figura 6.4 y sus
descriptores de Fourier.

6.2.5. Caracteristicas de color

Antes de entrar a definir las caracteristicas del color es necesario saber si
la imagen que se pretende analizar es a color o en blanco y negro. En el
primer caso el color se descompone en tres componentes (rojo, verde y azul)
para cada pixel de la imagen, en el segundo caso se cuenta sélo con el tono
de gris en cada pixel. Las caracteristicas que se mencionan a continuacién
son para una sola variable de color. Esta variable puede ser cada una de las
componentes del color, una combinacion lineal de las tres componentes o bien
simplemente el tono de gris. La informacién entonces necesaria para calcular
estas caracteristicas es el valor de esta variable de color en cada pixel que
es representada como x[i, j| para el pixel (i,7) de la imagen. Es posible que
en algunas aplicaciones sea necesario analizar de manera independiente dos
variables de color, por ejemplo la componente en rojo y la componente en
azul. En este tipo de aplicaciones sera necesario extraer las caracteristicas de
color para cada una de las variables de color requeridas.

e Color promedio (G): Esta caracteristica es el promedio de la variable de
color que se define como:

1
G=- > xij] (6.12)
A i,jER
donde R denota el conjunto de pixels de la regién y z[i, j] el valor de la
variable de color en el pixel (i, j).
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El ntmero de pixels de la regién R es A, el area de la regién. Una
representacion 3D de la variable de color de una regién y su entorno se
muestra en la Figura 6.4c. En este caso se trabaja con el valor de gris, ya que
la imagen es blanco y negro. Para este ejemplo el promedio es G = 121,90
(G=0 significa 100 % negro y G=255 corresponde a 100 % blanco).

e Gradiente promedio en el borde (C): Esta caracteristica toma el va-
lor promedio del gradiente de la variable de color en el borde de la regién.
Con esta caracteristica se puede medir qué tan abrupto es el cambio en la
coloracién en la regién con respecto a su entorno. El gradiente promedio en
el borde se calcula como:

C=—=> a'[i]] (6.13)
L =
i,J€L
donde 2'[i, j] es el médulo del gradiente de la variable de color del pixel
(,7). Los pixels a evaluar pertenecen exclusivamente al borde. Estos pixels
conforman el conjunto ¢. El ntmero de pixels del conjunto ¢ es L, el
perimetro de la region. El gradiente puede ser calculado utilizando el operador
de gradiente de Gauss [4], en este caso para el ejemplo de la Figura 6.4

C = 35,47.

e Promedio de la segunda derivada (D): Esta caracteristica se calcula
como el promedio de la segunda derivada de la variable de color en la regién:

D= il > a"[i, g] (6.14)

1,JER

donde 2”[i, j] denota el médulo de la segunda derivada de la variable de color
en el pixel (i,7), y R el conjunto de pixles que pertenecen a la region. Para
calcular la segunda derivada se puede utilizar el operado LoG (Laplacian-of-
Gauss) [32, 4]. Es necesario observar que D < 0 significa que la regién es mas
clara que su entorno (es decir que su variable de color es mayor en la regién
que fuera de ella). Asi mismo D > 0 indica una regién més oscura que su
entorno.

e Contraste: El contraste de una region es concebido como una medida
para la diferencia de color entre la region y su entorno. ‘Regién’ y ‘entorno’
no tienen pixels en comun, y conforman una ‘zona’, que puede ser definida
como un rectangulo: La zona entonces queda definida como la ventana

gli, jl = z[i +ip, j + i (6.15)
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parai=1,...,2h+1y j=1,...,2w+1, donde h y w representan la altura y el
ancho de la regién respectivamente (ver ecuacion (6.4)). Los puntos centrales
de estas zonas se definen como i, =7 —h —1y j. =j—b—1, donde (,))
corresponde al centro de gravedad de la region (ver ecuacién (6.7)).

Entre mas pequena sea la diferencia de la variable de color en la regién
con respecto a su entorno, mas pequeno sera el contraste. Para visualizar el
contraste se pueden representar la variable de color de una zona como una
funcién 3D, donde el eje x y el eje y representan el eje i y el eje 5 de la imagen,
y el eje z el valor de la variable de color que toma el pixel correspondiente,
es decir g[i, j]. La Figura 6.4c muestra esta representacién para el ejemplo
de la Figura 6.4a. Se reconoce en este ejemplo una region de alto contraste.

El contraste se define matematicamente de diversas formas. Una definicién
comtinmente usada es utilizando caracteristicas de textura [4], que seran
explicadas posteriormente. Otras definiciones de contraste [30, 48] se dan a
continuacion:

G -G, G -G,
— Ko —
T GG,

Ks =In(G/G.), (6.16)

donde G y G, representan el promedio de la variable de color en la regién y
en el entorno respectivamente.

Una nueva forma de calcular el contraste se muestra en [33]. El calculo de
esta caracteristica se obtiene en tres pasos:

i) Extraccién del color en los ejes principales de la zona: se calculan dos
funciones de color P; y P». La primera funcién P; toma los valores de la
variable de color en la direccién 7 y la segunda funcién P en la direccién j.
Ambas funciones se centran en los centros de gravedad. En el ejemplo de la
Figura 6.4b el centro de gravedad esté en el pixel (6,6), esto quiere decir que
P, vy P, son los valores del tono de gris de la zona de la columna 6 y de la
fila 6 respectivamente, tal como se muestra en la Figura 6.6a-b.

ii) Aislamiento de la regién: Para aislar la regién de su entorno se trata
de eliminar el fondo de la region, que se modela como una funcién lineal
de primer orden, es decir una rampa. Se asume entonces que los valores
extremos de P; y P, pertenecen las rampas Ry y Rs, tal como se ilustra en la
Figura 6.6a-b. Las rampas seran substraidas de las funciones originales para
conformar Q1 = P, — Ry vy Q2 = P, — Ry que se fusionan en la nueva funcién
() como se muestra en la Figura 6.6c¢.
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Figura 6.6: Calculo del contraste para la Figura 6.4: a) valor de gris de la
zona y rampa en direccién i; b) valor de gris de la zona y rampa en direccién
J; ¢) fusién de las funciones de a) y b) sin rampas.

iii) Célculo del contraste: a partir de la nueva funcién @ se definen dos nuevos
contrastes:

Kg =0Q y K = 1H<Qmam - Qmm) (617)

donde 0¢, Qmaz ¥ @min representan la desviacién estandar, el méximo y el
minimo de @) respectivamente.

e Momentos: Los momentos definidos en la Seccién 6.2.4 pueden ser
utilizados en el andlisis de color de la regién si en la ecuacion del célculo
de los momentos (6.6) se incorpora la informacién de la variable de color:

m, = Y i'j°z[i, j] parar,s € N. (6.18)
i,JER

La sumatoria se calcula sobre los pixels (7, j) de la regién. De esta manera se
pueden calcular las caracteristicas indicadas en (6.9) y (6.10) que incorporen
la informacién del color segin (6.18), el resultado serda el conjunto de
caracteristicas ¢...¢% e I]...1}.

e Caracteristicas de textura: Las caracteristicas de textura proporcionan
informacion sobre la distribucién espacial del color en la imagen. Para el
analisis de regiones se pueden aplicar las caracteristicas de textura no a la
imagen entera sino sélo a las zonas (regién y entorno) como se definié en

(6.15).

Una caracteristica simple de textura es la varianza local [28] definida como:

1 2h+1 2b+1
2

% = b+ 2h + 2 Z > (gli, 41— 9)° (6.19)

i=1 j=1



110 D.Mery: Visién Artificial

donde g denota el valor promedio de la variable de color en la zona.

Otras caracteristicas de textura se obtienen por medio de la matriz de
coocurrencia®. La matriz de coocurrencia se denotard como Pj;, donde el
elemento Py[i, j] otorga el valor de frecuencia (divido por Nr) de ocurrencia
de los valores de color ¢ y j en dos pixels ubicados en una posicion relativa
dada por el vector (k,[). La variable Np significa el nimero de pixels que
fueron necesarios para calcular Pj;, con esto se normaliza la matriz de
coocurrencia ya que la suma de todos sus elementos es uno.

Si la variable de color tiene una resolucion de 256, por ejemplo de 0 a 255, el

tamano de la matriz de coocurrencia Py sera 256 x 256. Ya que esto implica

un costo computacional muy alto, es comin que se utilicen matrices mas

pequenas empleando sélo los bits mas significativos de la variable de color

[4]. A manera de ejemplo, se puede tener una matriz de coocurrencia de 8 x 8

agrupando el valor de la variable de color x en [0, ..., 31], [32, ..., 63], ... [224,
., 255].

Algunas caracteristicas de textura para imédgenes (o zonas) cuyas matrices
de coocurrencia sean de N, x N, elementos se presentan a continuacién
[4, 48, 17, 11]:

Entropia:
N, N,

Hy =YY" Puli, j]log(Puli, j]) (6.20)

i=1j=1
Inercia o contraste:
Ny Na
Iu =YY (i —j)*Puli, j] (6.21)
i=1j=1

Homogenidad o energia:

Nz Ng

B =Y [Puli,j]° (6.22)

i=1j=1

Momento de diferencia inverso:

a:Nz

Za=y.> _Bulij] (6.23)

i=1j= 11+ 7’_])2

2del inglés co-occurence matrix.
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6.2.6. Criterios de correspondencia entre regiones

Para establecer si dos regiones ry; y 71, en dos imégenes distintas, son
correspondientes se utilizan los siguientes criterios:

= Condicién epipolar:

Los centros de gravedad de las regiones deben satisfacer la condicion
epipolar .

Como la condicién epipolar se aplica a puntos (y no a regiones) es
necesario simplificar la regién en un punto. Esto se hace tomando el
centro de gravedad de la regién. Esta simplificacién estd sujeta a un
error, que muchas veces puede ser considerablemente grande, ya que los
centros de gravedad no necesariamente corresponden a la proyeccién del
mismo punto 3D en el espacio. A manera de ejemplo esta simplificacion
es cierta si se tratara de regiones esféricas, donde la proyeccion del
centro de gravedad de la esfera coincide con los centros de gravedad
de las regiones en las imagenes. Sin embargo, las regiones reales no
son proyecciones de esferas, por esta razon el uso de este criterio debe
usarse sabiendo que estd sujeto a error. Este criterio sélo debe usarse
si se trabaja con regiones circulares o si la rotacién relativa del objeto
(o de las cAmaras) en ambas imégenes es pequena.

Si my y my son los centros de gravedad de ry y ry respectivamente, es
necesario comprobar entonces si satisfacen la condiciéon epipolar. Para
esto se utiliza comunmente la restriccion epipolar practica, que senala
que my y mo satisfacen la condicién epipolar si ms se encuentra a una
distancia Euclidea de la linea epipolar de m; en la segunda imagen a
una distancia pequena (ver ecuacion (4.32)).

T
F
dg(ml,F,m2> = M < €9 (624)

donde F la matriz fundamental existente entre la imagen 1 y 2, y
[ll l2 lg]T = le.

= Coloracién correcta de las regiones con su entorno:
Ambas regiones deben ser o bien mds claras, o bien mds oscuras que su
entorno.
Si una regién en la imagen 1 es mas clara que su entorno se puede
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pensar que en la imagen 2 su region correspondiente también deberia
ser mas clara que su entorno(suponiendo la misma iluminacién). El
mismo criterio se puede aplicar para regiones que sean mas oscuras que
su entorno. Por esta razén, para que las regiones sean correspondientes,
la coloracién relativa de las regiones con respecto a su entorno debe ser
la misma. Para expresar matematicamente este criterio se puede decir
que el signo del promedio de la segunda derivada de la variable de color
(ver ecuacién (6.14)) de las regiones debe ser igual:

1 para x>0
sgn(D;) = sgn(Dy) con sgn(x) 0 para =0
—1 para <0

(6.25)

donde Dy y D5 son los promedios de la segunda derivada de las regiones.

= Criterio de similitud:
Las regiones deben ser ‘similares’.
Antes de investigar qué tan similares son las regiones, es necesario
hacer un estudio de cuales caracteristicas son las que proporcionan
informacion relevante, esto se logra haciendo un analisis estadistico

29, 14].

Suponiendo que se hayan extraido n caracteristicas® de cada una de las
regiones r; y ro se tiene entonces los vectores de caracteristicas z; =
(211 219 - 210)7 Y Z2 = [221 229 ... 22,]7 para 71 y 7y respectivamente-
El criterio de similitud evalia la distancia Euclidea ente los vectores
de caracteristicas z; y zo. De esta manera se considera que las regiones
son ‘similares’ si cumplen:

n

Sd(Zl, Z2) :H Z1 — Zo ”: Z(le — ZQZ')2 < &g (626)

i=1
donde €, es un valor pequeno.

Caracteristicas de facil computacion y que sirven en muchos casos para
establecer si dos regiones son similares, son el drea (A), el perfmetro
(L), el color promedio (G) y el contraste (K) [33].

3Por lo general se utilizan caracteristicas normalizadas. Un criterio de normalizacién es
desplazando los valores que toman las caracteristicas a un rango entre 0 y 1. Otro criterio
es obtener nuevas caracteristicas que tengan media igual a cero y varianza igual a uno.



6. Matching en dos vistas 113

— Linea Epipolar

acotada
. 4
mage“ >
m
Q
9@/7 2

Volumen

Figura 6.7: Linea epipolar acotada: la reconstruccion de M a partir de m, a
ms debe pertenecer a un subespacio 3D.

» Localizacion correcta en el espacio 3D:

El punto 3D reconstruido, obtenido por triangulacion a partir de los
centros de gravedad my y mo de las regiones, debe encontrarse dentro
del espacio 3D ocupado por el objeto de andlisis.

Muchas veces se sabe a-priori dénde esta ubicado en el espacio el objeto
de analisis. Este espacio puede corresponder a un cubo, cilindro o a un
volumen mas complejo almacenado como un modelo CAD. Si se cuenta
con esta informacién, es posible entonces realizar una reconstruccién del
punto 3D M utilizando el método lineal explicado en la Seccién 5.1 y
verificar si las coordenadas de este punto pertenecen al volumen que
ocupa el objeto de anélisis.

Este criterio corresponde a evaluar la condicién epipolar sélo en una
porcion de la imagen. Esta linea epipolar acotada se obtiene a partir
de la proyeccién en la segunda imagen del segmento de recta (C4,m;)
que esta en el subespacio 3D donde se encuentra el objeto de andlisis
(ver Figura 6.7).

Evaluando estos cuatro criterios se puede establecer con un grado mayor de
certeza si las regiones 1 y ry son correspondientes entre si.
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Capitulo 7

Tracking en una Secuencia

A continuacién se presentard un algoritmo para realizar un seguimiento de
regiones en una secuencia de imagenes. El problema aqui mencionado consiste
en hacer el seguimiento de una serie de regiones que han sido detectadas
en una secuencia de imégenes. No se sabe a priori cuales son las regiones
correspondientes, solo se conoce las caracteristicas extraidas de estas regiones
y la geometria de la proyecciones de las vistas. Se asumird entonces que se
trata de una secuencia calibrada.

El seguimiento explicado en esta Seccién serd ilustrado con una secuencia
de imdagenes radioscépicas de una pieza de aluminio [38]. Las imdgenes
radioscopicas son utilizadas para llevar a cabo un control de calidad de la
pieza, un ejemplo se puede apreciar en la Figura 7.1. En cada imagen se
detectan muchas fallas hipotéticas y es necesario establecer cuales de ellas
son fallas reales y cudles son falsas alarmas. El seguimiento de las fallas
hipotéticas es un buen criterio para la eliminaciéon de las falsas alarmas,
de esta manera se establece que sélo las fallas hipotéticas que pueden ser
seguidas en la secuencia son consideradas como fallas reales. Las Figuras 7.2
y 7.3 muestran una secuencia radioscopica y al respectiva segmentacion de
fallas hipotéticas. En esta secuencia solo existen tres fallas reales. En esta
secuencia la imagen nimero 5 coincide con la Figura 7.1.

115
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Figura 7.1: Ejemplo de una imagen radioscépica con tres fallas.

7.1. Definiciones

En esta seccion se definiran las variables que serén utilizadas en el algoritmo
de seguimiento de regiones.

N: Nuamero de imagenes en las cuales se hara el seguimiento (nimero de
imagenes de la secuencia).

Ni: Numero total de regiones detectadas en las N imagenes de la secuencia.

t;: Numero de la imagen en la que se encuentra la regién i, para i =
1,...,Ny. El vector t, de N; elementos, se define como [t; ... ty,]T.
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Figura 7.3: Deteccion de fallas hipotéticas en una secuencia.
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e;, fj: Nimero de la primera y ultima regiéon detectada en la imagen j de
la secuencia, para j = 1,..., N. Los vectores e y f de N elementos se
definen como [e; ... ey]T v [f1 ... fn]T, donde e; = 1, e = fo_1 + 1
parak=2,... Ny fy = Ny.

(x;,y;): Coordenadas del centro de gravedad de la regién i en un sistema de co-
ordenadas relativas a la imagen. El vector homogéneo correspondiente
esm; = [z; y; 1]7.

z;: Vector que contiene n’ caracteristicas extraidas de la region i: z, =
! /T
(251 - 2]
N5, N3, Ny Numero de enlaces encontrados al realizar un seguimiento en 2, 3 y 4
imagenes respectivamente.

B, C,D: Matrices en las que se encuentran los nimeros de las regiones que han
sido enlazadas en 2, 3 y 4 imagenes respectivamente.

7.2. Matching en dos imagenes

Una region detectada puede ser considerada como la proyeccion en la imagen
de un (porcién de un) objeto 3D. Como el objeto puede ser proyectado
en varias imagenes de la secuencia, es posible que una regién en una
imagen tenga una region correspondiente en otra imagen. Para establecer
la correspondencia entre regiones en dos imagenes distintas se pueden
estudiar los cuatro criterios explicados en la Seccion 6.2.6: condicion epipolar,
coloracion correcta de las regines con su entorno, criterio de similitud y
locacalizacion correcta en el espacio 3D.

Para llevar a cabo el tracking de las regiones en la secuencia, se comienza
con establecer cuales regiones son correspondientes en dos imagenes. Esta
correspondencia se determina evaluando los cuatro criterios mencionados
en todas las regiones a y b de dos imégenes distintas p = t, v ¢ = 1,
(p # q) en m imagenes consecutivas de la secuencia, para p = 1,.... N — m;
g=p+1l,..p+tm;a=cep, .. [, yb=eg.. [, comose muestra en la
Fig. 7.4. Si una regiéon no encuentra un matching con ninguna otra region en
la secuencia serd considerada como una regién que no tiene correspondencia
y por lo tanto no podréa ser seguida en la secuencia. Estas regiones seran
eliminadas y no seran tomadas en cuenta en los pasos posteriores.
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1. k=0

2. parap=1,...,N -1

3. paraa=c¢ep,.... fp

4. paraqg=p+1,..,min(p+m,N)
5. parab=¢egy,..., fg

6. si se satisfacen los cuatro criterios de corre-
spondencia para las regiones a y b entonces:
k=k+1yBi=]ab]

7. fin lazos b, q, a y p.

Figura 7.4: Algoritmo para el matching en dos imagenes.

imagén 6

Figura 7.5: Ejemplo de matching en dos regiones. Las lineas epipolares del
centro de gravedad de la primera region se representan en las imagenes 2, 3
y 4 como lineas punteadas.

Como se ilustra en la Fig. 7.4, se define una matriz B de Ny x 2 elementos,
cuya k-ésima fila by bye] significa un matching entre la regiones by y la
region by (para k = 1,...,N;), donde N, significa el nimero de pares de
regiones que encontraron matching en la secuencia.

En el ejemplo de la Fig. 7.5 se muestra el matching de una region en la imagen
1 con las regiones de las siguientes imagenes. En este ejemplo, N = 6, m = 3,
N =16,t=1[1122223334445566]",e=[137101315"y
f=[2691214 16]".
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A partir de la regién 1 detectada en la imagen 1 se evalta entonces cuéles de
las regiones de las siguientes tres imagenes pueden ser sus correspondientes.
Como la region 1 es més clara que su entorno, entonces las regiones 5 y 9 no
cumplen el criterio del contraste parecido ya que figuran como mas oscuras.
Adicionalmente las regiones 6, 7 y 12 no satisfacen la condicién epipolar ya
que no estan sobre la recta epipolar correspondiente. Por otra parte la regién
4 no cumple el criterio de la similitud, ya que la region en comparacién con la
regién 1 es mucho mas oscura. Por tltimo, el punto 3D reconstruido a partir
de las posibles regiones restantes no reside dentro del volumen de la pieza
analizada para la region 10. Esto quiere decir que solo las regiones 3, 8 y 11
satisfacen los cuatro criterios de matching. Este procedimiento se repite para
las siguientes regiones y se obtiene finalmente la Matriz B con los siguientes
No=17 enlaces:

5 8 8 8 9 11 11 141"
12 11 14 16 12 14 16 16

B 111 22 2 3 3 5

3 8 11 59 12 8 11 9
La consideracion de m imagenes consecutivas en este andlisis puede superar
el problema de no segmentacién y oclusién de las regiones. Una regién que
es detectada en la imagen p y no es detectada en la imagen p + 1 puede
igualmente ser seguida en la secuencia si aparece en la imagen p+2, ..., p+m.
En el ejemplo de la Fig. 7.5 no se encontr6 la regién correspondiente a la
region 1 en la segunda imagen, sin embargo si se encontré un enlace entre la

region 1 y regiones de la tercera y cuarta imagen.

Después de este procedimiento muchas falsas detecciones fueron eliminadas,
sin discriminar las fallas reales existentes en la secuencia. Sin embargo, existe
todavia un nimero considerable de enlaces producidos de falsas alarmas,
como el caso del matching entre las regiones 1 y 3. Un resultado en una
secuencia verdadera se muestra en 7.6.

7.3. Seguimiento en mas imagenes

En el seguimiento se determinan trayectorias de regiones correspondientes
en la secuencia de imdgenes. A partir de los matchings encontrados en
dos imagenes se puede ahora buscar si existen trayectorias con mas de dos
regiones, cuyos centros de gravedad son proyecciones de un mismo punto 3D.
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Figura 7.6: Matching de regiones en una secuencia real.

Como se hizo en el procedimiento anterior, aquellas regiones que no pueden
ser seguidas en la secuencia seran clasificadas como falsas detecciones.

7.3.1. Seguimiento en tres imagenes

A continuacion se buscan todas los posibles enlaces de tres regiones en
la matriz B (definida en la Seccién 7.2) que cumplan la condicién de
correspondencia en tres imagenes. Se busca entonces las filas ¢ y j de la
matriz B (para i,j =1,...Ny y ¢ # j), que

bis = bj1. (7.1)

En el caso de que las filas i y j cumplen la condicion (7.1), es decir si B; = [a b]
y B; = [b ¢], se establecera entonces la correspondencia de las tres regiones
(a, b, ¢) con coordenadas m,, m, y m,. en las imagenes p = t,, ¢ = t, y r = t,,
si la condicién trifocal (4.51) es verdadera:

Hmc - mc” < €3, (7.2)
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1. k=0
2. parap=1,...N -1
3. parai=1,....No — 1

4. paraj=1i+1,...,No

5. si big = bjl
5.1 a= bjl
b= bjo
c = b

5.2 si | e —m. ||< &3

521 k=k+1
522 Cr=[ab]

6. fin lazos j, i y p.

Figura 7.7: Algoritmo para el seguimiento en tres imdgenes.

donde m, representa la reproyeccion de las coordenadas de la tercera regiéon
en la imagen r. La estimacion de m. se realiza a partir del Teorema
4.1, que seniala que sélo es necesario evaluar las dos primeras (o tltimas)
trilinearidades de Shashua (4.44), ya que m, y m, ya cumplen la condicién
epipolar (ver procedimiento Matching). A partir de m, y m, se calcula 1h,
utilizando la ecuacién (4.52).

Los trios encontrados se agrupan en una nueva matriz de N3 x 3 elementos:
C = [ck1 ko Cks), para k = 1,..., N3. El algoritmo para el seguimiento en
tres imagenes es mostrado en la Figura 7.7. El lazo para j puede empezar a
partir de ¢ + 1 ya que la matriz B ya estd ordenada de menor a mayor. El
seguimiento en tres imagenes para el ejemplo de la Figura 7.5 se encuentra
representado en la Figura 7.8. En este ejemplo, la matriz C es:

11 1 1 1 122 2 5 8 8 8 111"

C=13 3 8 8 11 11 5 5 9 9 11 11 14 14
§ 11 11 14 14 16 9 12 12 12 14 16 16 16
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)
N L

‘ ! ‘ 3 ‘ 8 ‘ —» i [y ~my(m,,m, )| <,

/ 9 * entonces
l 12 (1,3,8) es un trio

Figura 7.8: Ejemplo de seguimiento en tres imagenes.

Matrix B

NN = = =
W

En este caso N3 = 14. Se aprecia que en este ejemplo los trios (1,8, 16),
(3,8,11), (3,8,14), (3,8,16), (3,11,14) y (3,11, 16) no cumplieron la condi-
cién trifocal y por ende no fueron agrupados en la matriz C.

En la Figura 7.9 se muestran los enlaces en tres imagenes encontrados en la
secuencia real de la Figura 7.6. Se puede observar que un gran nimero de
matchings de falsas alarmas fueron eliminados.

Figura 7.9: Seguimiento de fallas hipotéticas en tres imagenes.
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1. k=0

2. parai=1,....,.N3g —1

3. paraj=1i+1,...,N3

4. si (ci2 =¢j1) y (i3 = cj2) entonces

41 k=k+1
42 Dy =[abcd]

5. fin lazos j e i.

Figura 7.10: Algoritmo para el seguimiento en cuatro imagenes.

7.3.2. Seguimiento en cuatro imagenes

Para encontrar las trayectorias de cuatro regiones, se buscan cuartetos, es
decir cuatro regiones correspondientes en cuatro imégenes distintas. Para
encontrar los cuartetos se puede proceder de la siguiente manera: se buscan
las filas i de la matriz B y las filas j de la matriz C (para i = 1,...Ny y
j=1,...N3 ) que cumplan la condicién:

bil = Cj3. (73)
(1 1 3 8
1 3 11 a b c d

I B [ o 1 | 8 [ 11| 14
Matrix C < [ . :f: *

@E 14 (1,8,11,14) es un cuarteto

Figura 7.11: Ejemplo de seguimiento en cuatro imagenes.
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En caso de que las filas ¢ y j cumplan la condicién (7.3) (B; = [c d] ¥

C; = [a b ¢]), se puede afirmar que se han encontrado cuatro regiones
correspondientes con coordenadas m,, m, m, y my en las imagenes p = t,,
q = ty,, r = t.y s = tg, si las regiones satisfacen la condicién de

correspondencia en cuatro proyecciones [34]. Sin embargo, los tres primeros
puntos m,, m, und m, se sabe que son correspondientes entre si porque
ellos en el seguimiento en tres imagenes ya cumplieron la condicién trifocal.
Se sabe entonces (a partir del Teorema 4.3) que las cuatro regiones seran
correspondientes si my, m, y my satisfacen las dos primeras (o tltimas)
trilinearidades de Shashua (4.44). Como la matriz C contiene en cada fila los
trios encontrados en la secuencia, es decir los grupos de tres regiones que
satisfacen la condicion de correspondencia, se puede encontrar en ella los
grupos de cuatro regiones buscando las filas i y j de C (parai,j =1,...N3 y

i # ) que

Ci2 = Cj und Ci3 = Cj2, (7'4)

Un diagram de flujo se muestra en la Figura 7.10. Esto quiere decir que
a = G, b:Ci2:Cj17 C=Gi3 = Cjo ydzcjg-

Los cuartetos encontrados se agrupan en una nueva matriz de Ny x 4
elementos: D = [dy; diko dis dga], & = 1,..., Ny. El seguimiento en cuatro
imagenes para el ejemplo de la Figura 7.5 se muestra en la Figura 7.11.En
este caso la matriz D es:

11 1 1 2 817"
D_ 8 8 &8 11 5 11
|11 11 14 14 9 14
14 16 16 16 12 16
Se observa que N, = 6. En este ejemplo la falsa alarma de la region 3

no encontré correspondencia alguna en cuatro proyecciones, por lo tanto es
eliminada.

El resultado en la secuencia real de la Figura 7.9 se muestra en la Figura
7.12. Una repeticion de este procedimiento para cinco imagenes puede llevar
a la eliminacién de fallas reales ya que no siempre se puede garantizar la
segementacion de un falla real en mas de cuatro imagenes.
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7.3.3. Resumen de trayectorias

Una falla que aparece en mas de cuatro imagenes, puede pertenecer a mas
de un cuarteto. Este es el caso del ejemplo mostrado en la Figura 7.5, ya que
aqui fueron encontrados los cuartetos (1,8,11,14), (1,8,11,16), (1,8, 14, 16),
(1,11,14,16) y (8,11,14,16) que son representaciones de la misma falla
en distintas imagenes. Un resumen de estas trayectorias es en este caso:
(1,8,11,14,16), como se muestra en las Figuras 7.13 y 7.14.

Estas trayectorias pueden entonces agruparse en una trayectoria de mas de
cuatro regiones. El resultado en la secuencia real de la Figura 7.12 se muestra
en la Figura 7.15. Se puede apreciar que existen atin dos falsas alarmas.

7.4. Verificacion

Una trayectoria representa los enlaces de proyecciones de fallas hipotéticas
correspondientes a lo largo de una secuencia de imagenes. Definiendo el
término subseceuncia de una falla como las imagenes de una secuencia en

Figura 7.12: Seguimiento de fallas hipotéticas en cuatro imagenes.
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g

1 8 11 14

1 8 11 16 § Resumen de trayectorias:
Matrix D ] g 4 | 16 1‘8|11‘14‘16‘

atrix < -——

1 11 14 16

2 5 9 12

8 11 14 16 4

\

Figura 7.13: Ejemplo de resumen de trayectorias.

uﬂ L\

..8

Figura 7.14: Ejemplo de seguimiento en més imagenes.

las que la falla esta presente, se puede observar que una trayectoria algunas
veces estd interrumpida en su subsecuencia. Esto debido a que una falla, a
pesar de estar presente en la imagen, no siempre puede ser segmentada. Este
es el caso de la trayectoria (1,8,11,14,16) de la Figura 7.14, donde la falla
no fue detectada en la segunda imagen.

A partir de cada trayectoria se estima ahora el punto 3D que corresponde
al punto que habria producido cada uno de los centros de gravedad de
las regiones de la trayectoria. Esta estimacion se realiza con el método de
reconstruccién 3D de la Seccion 5.2, en el que se estima el punto 3D M a partir
de las coordenadas de las regiones de la trayectoria. Este punto 3D puede ser
proyectado en la imagenes de subsecuencia en las que la segmentacion de las
fallas no tuvo éxito para obtener asi la posicién de la falla en cada imagen de
la subsecuencia. El tamano de la falla puede ser estimado como el promedio
de los tamanos de las fallas que si fueron detectadas.

En todas las imagenes de la subsecuencia se puede definir ahora una zona
en donde los centros de gravedad de las regiones (detectadas y estimadas)
son el centro de estas zonas. Una zona, como fue descrita en la Seccién 6.2.5
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Figura 7.15: Resumen de trayectorias.

(ver ecuacién(6.15)), es un rectangulo pequenio que contiene la regién y su
entorno. La zonas para la primera trayectoria de la Figura 7.14 son mostradas
en la Figura 7.16. La zona de la falla no detectada en la segunda imagen fue
estimada a partir de la reproyeccion de M en esta imagen.

Se calcula ahora una zona suavizada a partir del promedio de todas las zonas
que pertenecen a una trayectoria en la respectiva subsecuencia (ver ejemplo
en la Figura 7.16). Esta operacién es muy ttil para reducir el ruido que
pueda estar presente en las imédgenes. La verificacién consiste en evaluar el
contraste de la zona suavizada, si es suficientemente alto se dice entonces que

Kontrast?

40
i - |

Figura 7.16: Verificacién de una trayectoria.
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7. Tracking en una secuencia

la trayectoria corresponde a una falla real.

La Figura 7.17 muestra la falla reconstruida en la secuencia de imagenes
radioscépicas. Se aprecia que la existencia de dos falsas alarmas (comparar
con Figura 7.1). Estas dos falsas alarmas se eliminaron después de la etapa de
verificacién como se aprecia en la Figura 7.18. En este ejemplo se consigui6 el
objetivo: se eliminaron las falsas alarmas sin discriminar las fallas reales.

Figura 7.17: Rekonstruierte Fehler. Die Pfeile zeigen zwei Fehldetektionen.
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Figura 7.18: Detektierte Fehler.
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